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Notations

— R (resp. R ") : ensemble des nombres réels (resp. réels positifs ou nuls),
— R™ : espace vectoriel de dimension n construit sur le corps des réels,
~ Lbh : i*m dérivé de Lie de h dans la direction de f.

- 0, = dL}h : le différentiel de L}h.

01 0
— 71 : le champ de vecteur défini par 0 : T = 0

n—1

0., 1

— 7= (=1 ad];_lﬁ : le champ de vecteur.
— [k, f] : le crochet de Lie entre 7 et f.
— sign(C) est la fonction signe réelle définie par :

—1si(<0
sign(¢) =¢ €]-1,1[ si (=0
1si(>0
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Introduction

La cryptographie joue un role important dans la sécurité et la fiabilité
des systemes de transmission de données, surtout avec le développement du
commerce électronique, les utilisateurs ont besoin d’authentifier et protéger
des données sensibles dans leur ordinateurs et de garantir la confidentialité
des transactions sur des réseaux publics tels que I'Internet. En général, un
“crypto” systeme doit considérer plusieurs aspects, tels que l'intégrité des
données, ’authentification, ’autorisation, confidentialité, et bien d’autres.

Les techniques de cryptographie classique sont basées sur la théorie des
nombres et en particulier sur la décomposition d’un entier en éléments simples.
Nous pouvons aussi citer les deux algorithmes bien connus : DES, RSA.
Néanmoins, avec la révolution de I'informatique, ces algorithmes proposés
ne sont pas assez sécurisés. En effet, ils sont basés sur le fait que nous ne
possédons pas actuellement de calculateurs capables de décomposer tout en-
tier en éléments simples et que nous n’avons pas un algorithme qui nous
donne tous les nombres premiers.

Pour ces raisons, plusieurs chercheurs essayent de mettre en oeuvre d’autres
“crypto” systemes. Durant ces dernieres décennies, la théorie des systemes
non linéaires a été appliquée a la cryptographie afin d’augmenter le degré de
sécurité. Notamment, apres le travail de Pecora et Carroll [122], des applica-
tions du chaos ont attiré beaucoup d’attention.

Grace aux propriétés naturelles des systemes chaotiques, telles que leurs
sensibilité aux conditions initiales et le fait qu’ils évoluent dans une large
bande de fréquence, les systemes chaotiques sont de bons candidats pour
la cryptographie. De nombreux schémas sont proposés afin d’appliquer les
systemes chaotiques dans le domaine de la cryptographie.

Il est bien connu que les systemes de communication traditionnels com-
portent normalement deux parties, respectivement appelées émetteur et récep-
teur. Le signal de sortie de I’émetteur est modulé et est transmis par le canal
public au récepteur qui démodule le signal recu afin de récupérer le signal
original.

En fait, il y a deux types de récupération du signal : la démodulation
cohérente et la démodulation non cohérente. La récupération du message par
une démodulation non cohérente emploie des attributs statistiques du signal
transmis pour reconstruire le message. Ce qui fait que la récupération de ce
dernier n’est pas directement en fonction du systeme chaotique.

Pour la cryptographie chaotique, un des concepts les plus importants de
démodulation cohérente est la synchronisation, c.-a-d., que le récepteur essaie

11



12 INTRODUCTION

de reconstruire les états de I’émetteur a partir du signal transmis considéré
comme la sortie du systeme a observer et ensuite de récupérer le message
crypté considéré comme une entrée inconnue. Du point de vue automatique,
cette technique peut étre classifiée dans le domaine de la conception d’obser-
vateurs [116].

La conception d’observateurs non linéaires peut étre divisée en deux
catégories. La premiere catégorie est la conception d’observateurs non linéaires
directement. Dans cette catégorie, nous pouvons citer l'observateur grand
gain [13], I'observateur de Kalman-étendu [19], etc. Dans ce mémoire, nous
nous intéressons a la deuxieme catégorie : la conception d’observateurs non
linéaires basée sur le concept des formes normales’.

La premiere forme normale non linéaire bien connue basée sur la forme
normale de Brunovsky (ou la forme canonique) a été présentée par Isidori et
Krener [101]. Celle-ci a été généralisée aux systémes avec des sorties multiples
par Respondek et Krener [102] d'une part et par Xiao et Gao [158] d’autre
part. De plus, a cause de la difficulté de vérifier les conditions proposées en
[101], une autre méthode analytique a été proposée par Kazantzis et Kravaris
[90] dans le domaine de Poincaré et a été généralisée dans le domaine de
Seigel par Xia et Krener [107]. Apres cela, une forme normale plus générale
par rapport a celle de [101] a été étudiée par Respondek [136], et celle-ci
possede une partie linéaire paramétrée par la sortie.

Dans ce mémoire, une nouvelle classe de formes normales paramétrées
par la sortie ou ayant des sorties combinées sont étudiées. Il est a noter
que les formes normales d’observabilité, ’analyse d’observabilité, le probleme
d’inversion a gauche et la synthese d’observateurs traités dans ce mémoire
s’appliquent aussi dans bien d’autres domaines que la cryptographie. Nous
faisons référence dans ce mémoire a la cryptographie, car ¢’est ce qui nous a
motivé durant ces deux années et demie de these, mais il faut avoir conscience
de la généralité des méthodes proposées.

Ce mémoire est organisé de la fagon suivante :

La partie I est consacrée a la théorie de la forme normale, et celle-ci
comporte quatre chapitres.

Dans le chapitre 1, la forme normale d’Observabilité Linéaire Dépendante
de la Sortie est présentée. Cette classe porte sur la linéarisation le long de la
sortie par difffomorphisme et injection de sortie.

Dans le chapitre 2, la forme normale d’Observabilité Linéaire Dépendante
des Sorties Multiples est présentée. Cette forme est une généralisation de la
forme normale d’Observabilité Linéaire dépendante de la sortie.

Dans le chapitre 3, nous introduisons une nouvelle forme normale d’Ob-
servabilité Linéaire avec des Sorties Multiples Combinées. Cette forme est une
autre généralisation de la forme présentée en [102] et [158], dont les sorties
étaient linéaires. Dans notre cas, les sorties de cette forme sont non linéaires
et surtout combinées.

Dans le chapitre 4, nous discutons la forme normale d’Observabilité Qua-

Dans ce mémoire nous employerons le terme forme normale, car la forme canonique
est un cas particulier de la forme normale, ou tous les termes résonants sont nuls.
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dratique Dépendante de la Sortie pour des systemes qui ne peuvent pas étre
linéarisés exactement le long de sa sortie. Ensuite, en utilisant une écriture
matricielle des équations homologiques, nous donnons un ensemble de coef-
ficients liés directement aux termes résonnants dans la forme normale. Ceci
facilite la construction du difféomorphisme et de la classe de I'injection de
sortie.

Dans la partie II, nous essayons d’appliquer la partie théorique de la
cryptographie, cette partie comporte trois chapitres.

Dans le chapitre 5, nous abordons les relations entre le chaos, les systemes
de transmission de données et les formes normales. Apres cela, nous propo-
sons un rappel des schémas basés sur le chaos, et nous indiquons comment
choisir un systeme chaotique du point de vue de la complexité de calcul.
Finalement, nous présentons un nouveau schéma de transmission chaotique
avec des entrées multiples afin de surmonter 'inconvénient que nous rencon-
trons lorsque nous généralisons les systemes chaotiques possédant une seule
entrée aux systemes possédant des entrées multiples.

Dans le chapitre 6, la synchronisation chaotique basée sur la stabilité de
la dynamique des zéros est discutée. Ce type de synchronisation est basée sur
la convergence asymptotique des états inobservables du systeme chaotique,
et ceci est une relaxation de la condition ’'OMC (Observability Matching
Condition).

Dans le chapitre 7, nous proposons une nouvelle approche a des sor-
ties multiples de la transmission de données basée sur la synchronisation
de systemes chaotiques. Ce dernier schéma a dans le but de nous permettre
d’augmenter 'amplitude des messages confidentiels par rapport au signal
transmis.

Le mémoire se termine par les traditionnelles conclusions et perspectives.
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Chapitre 1

Forme Normale d’Observabilité
Linéaire Dépendante de la
Sortie

1.1 Introduction

Depuis le travail de Luenberger, la conception d’observateurs pour les
systemes linéaires observables est un concept bien connu. Pour un systeme
linéaire observable, des observateurs linéaires, tels que ceux de Luenberger
[112] et de Kalman [84, 83], nous offrent d’excellentes performances. Mais
pour le systeme non linéaire, le probleme est plus difficile, et jusqu’a présent
aucun type d’observateur non linéaire peut prétendre résoudre le probleme.

En général, la conception d’observateurs non linéaires peut étre divisé
en deux catégories. La premiere catégorie est la conception d’observateurs
non linéaires directement. Dans cette catégorie, de nombreux observateurs
sont proposés tels que I'observateur a grand gain [48, 20, 63, 94, 12, 13, 11],
I'observateur de Kalman-étendu [19], les observateurs reposant sur une ap-
proche analytique [18, 159, 62, 63], les observateurs quadratiques basées sur
la théorie de la stabilité de Lyapunov [3, 152], 'observateur a mode glissant
[146, 44, 21, 145, 47, 160, 6, 9][55], utilisant la théorie des systémes a structure
variable [50, 153, 154], 'observateur numérique [43, 42, 87|, les observateurs
basés sur la notion de la platitude [52, 51, 53], les observateurs reposés sur
l'utilisation partielle ou totale de la notion de détectabilité [105], 'observateur
adaptatif [165] [166] et ainsi de suite. Il est a noter que ces observateurs non
linéaires directs sont applicables seulement quand le systeme non linéaire a
satisfait quelques conditions complémentaires, telles que la condition de Lip-
chitz [48], la condition de bornetude [125], la condition excitante persistante
[165] et ainsi de suite.

Afin d’employer le méme type d’observateurs pour les systemes non liné-
aires, le probleme de linéarisation pour les systéemes non linéaires est né,
et cette conception d’observateurs non linéaires est basée sur le concept
de la forme normale. Les formes normales pour les systemes dynamiques
non linéaires ont été introduites par H. Poincaré vers la fin du 19°™¢ siecle

17



18 CHAPITRE 1.

[132]. Les conditions suffisantes et nécessaires qui garantissent l'existence
d’un difféomorphisme local et d’une injection de sortie afin de transformer
un systeme non linéaire a une sortie et sans entrée en un systeme linéaire
avec une injection non linéaire de sortie ont été premierement présentés
en [101]. Le méme probléme, pour un systéme non linéaire avec des sor-
ties multiples sans entrée, a été partiellement résolu en [102]. La solution
complete au probleme de linéarisation a été donnée en [107]. Une autre ap-
proche plus générale a été présentée en [90] dans le domaine de Poincaré,
puis elle été généralisée dans le domaine de Seigel en [107]. D’autres ap-
proches, en utilisant les formes normales quadratiques, ont été présentées
en [74, 24, 23, 108, 28, 35]. Apres cela, [86] a présenté la définition de la
forme normale liée a la propriété de controlabilité. Par la suite, beaucoup
d’autres chercheurs ont travaillé sur le sujet de la bifurcation de commanda-
bilité [88, 103, 104, 106, 148, 72, 5, 66]. Le concept de la forme normale d’ob-
servabilité et des bifurcations d’observabilité ont été analysés en [105][28][64].
Tout simplement, la bifurcation d’observabilité est la perte de la propriété
d’observabilité du linéaire tangent au voisinage d’un point ou sur une variété.

Toutes ces méthodes nous permettent de concevoir des observateurs pour
une plus grande classe de systémes non linéaires. Et en [136], 'auteur a
donné les conditions géométriques suffisantes et nécessaires pour transformer
un systeme non linéaire en une forme normale linéaire avec une modification
scalaire du temps qui dépend de la sortie du systeme, alors que [68] donnait
les conditions géométriques dualles de [136]. Il est a noter qu’il y avait d’autre
formes normales étudiées dans la littérature [69] [61][65][14].

Dans ce chapitre, nous proposerons une méthode pour déduire les condi-
tions géométriques qui sont suffisantes et nécessaires afin de garantir 1’exis-
tence d'un difféomorphisme local z = ¢(z) qui transforme localement le
systeme dynamique observable :

&= f(x),
{ ~ h(x), (1.1)

oux € R", f:R" —>1R"et h: R" — R sont suffisamment lisses, en la
forme suivante :

{ Z - i(y__)zg;ﬁ(y), (1.2)

ouzeR",
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0 0 0 0
a1 (y) 0 0 0
Aly) = . )
0 an—o(y) 0 0
0 0 an—1(y) 0
Bi(y)
Ba(y)
Bly) = : ,
Br-1(y)
Bu(y)
¢ = (0, -+ 0, 1)

et a;(y) # 0 pour y € |—a,al et a > 0. Ce type de linéarisation est appelé
Forme Normale d’Observabilité Linéaire Dépendante de la Sortie (Forme
Normale d’OLDS) [169][170].

Ensuite, nous généraliserons notre résultat a une classe de systemes avec
des entrées. Finalement, quelques corollaires utiles seront introduits et com-
mentés afin de traiter le probleme d’inversion a gauche [135].

Ce chapitre est organisé comme suit : La prochaine section présentera
des notations et des résultats techniques qui sont fondamentaux pour prouver
notre résultat principal. Dans la section 1.3, nous introduirons notre méthode
pour déduire les conditions géométriques afin de transformer un systeme non
linéaire sans entrée en la forme normale d’OLDS. La section 1.4 sera consacrée
a la généralisation de nos résultats a une classe de systemes avec des entrées.
Dans la méme section, quelques cas pratiques particuliers seront étudiés, ceci
y compris d’un point de vue du probleme d’inversion a gauche.

1.2 Notations et résultats techniques

Nous notons L;}‘lh pour 1 < i < n comme la (i — 1)®™ dérivée de Lie
de la sortie h dans la direction de f, et 6; = dch_lh est sa 1-forme associée.
Supposons que le systeme (1.1) est observable localement!'. Ensuite, nous
considérons aussi le champ de vecteur 7 défini en [101] comme suit :

0; (11) =0, pour 1 <i<n-—1,
{ b (1) = 1, (1.3)
et par récurrence nous définissons
k=1 gk—1
7= (=1)""ad; " (1), pour 2 <k <n. (1.4)

Ci-dessous, nous rappelons un célebre résultat présenté en [101].

T
1 Au sens de Herman et Krener : rang {dh7 ...,dL?_lh} =n.
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Théoreme 1.2.1 Les conditions suivantes sont équivalentes :
i) Il existe un difféomorphisme et une injection de sortie qui transforment
le systeme (1.1) en la forme normale (1.2) avec ay(y) = 1 pour 1 < k < n—1.
i) (1, 7;] =0 pour 1 <i,5 <n.

Si pour certains 1 < k < n — 1 les fonctions ay(y) dans la forme (1.2)
ne sont pas constantes, alors la condition i7) du Théoréeme 1.2.1 n’est pas
satisfaite. Et cette section est consacrée au cas [1;,7;] # 0, et a utiliser les
[7;, 7] afin de déterminer toutes les fonctions a;(y) pour 1 <i <n — 1.

Lemme 1.2.2 Pour un systéme de la forme (1.2), nous avons, pour 1 <
kE<n-—1,

T = %% + (AIZ—I (y) Zn—1 + 77]12—1 (y)) Bzf_1

k—9 n—1 n—1 p
+; AF W) 2w+ 2 2 THY) Zﬁl) 5

j=n—k+i+l =5

(1.5)

n

k—2

3

+ g g nlk (y) Zj + Og[/} (ank+’i+1) 0y Zn1)> 8(2;1-7
i=1 \ j=n_hditl

ot m, = 1 et mp_1(y) = me(y)o—1(y) pour 2 < k < n, nf (y) et TF (y) sont

. . 3 s s -
des fonctions lisses de v, Ol[,] (Zn—k+2, -, Zn_1) TEPTésente les termes résiduels
d’ordre supérieur a 2 paramétrés pary, et

Af (y) =
-1 k—i+1 gk T, = Sk Thom o ) .
( ) k—i,l% + Z k—i,m—k—}—z’-ﬁ-lm H Ok—j Tn—k+is

m=k—i+1 Jj=k—it+1
(1.6)
\ k k T .,
ot les Sp_; 1 €t Sy gyip1 Sont définis comme suit

S]’-fl = 1,8;%1 = S]k_]l,l + S;fl’_ll, pour k € 2,n], je[l,k—1], [ €[l,k—j]
(1.7)

Remarque 1.2.3 Pour simplicité, les termes a;(y), mi(y), et les autres termes
qui sont paramétrés pary, vont étre simpliés comme «; et ;. Ft leur dérivées

signifient la dérivée par rapport a y, par exemple 7i(y) := a%m-(y).

Preuve. Pour un systeme qui est de la forme (1.2), I’équation (1.3) nous
donne :
1 0

T = —
7T1(9217

alors, nous utilisons I’équation (1.4), et obtenons :
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et
1 0 s Th T 5 0
T3 = ——+(< 1a1+ )Wn—ﬂn—l‘f'(_lal""_g)ﬁ)_
/
(m " "yl
(ﬂ'% Tp—22p—2 + (ﬂ'% Wnl) Tn—12p-1 821
! ’ 0
—((( ; )6n+71'n 16)2}114— —5Tn— lﬁn 1+ﬁnﬁ)_'
UE T 021

Alors par induction, pour 3 < k£ < n, nous avons :

0

Ozp—1

n—1 n—1
0
+Z <Af W) znisi + > D THW) % Zl) -
=1 7

j=n—k+i+1 l=j

k=2 n
9,
+ Z ( Z e (y) 2 + 01[13] (Zn—ktit1s -y 2n—1)> P

e = —a—+ (A1 @)z i ()

i=1 j=n—k+i+1
ou
k _

Ai (y) =
k—it1 n’ m
-t k—m

<_1> S —i,lr 2 + Z Sk: im—k+it+1lp H AOp—j Tn—k+is

m=k—i+1 Mo\ j=k—i+1

avec les coefficients S¥ donnés par la loi (1.7).
|

Afin de déterminer «;(y) pour 1 < i < n — 1, nous imposons que :

0 hoo ! = 0, pourlgzgn—l,
0z 1, quand © = n.

Maintenant, nous allons présenter une famille d’équations différentielles
qui nous permet de calculer les fonctions a;(y) pour 1 <i <n — 1.

Proposition 1.2.4 S7il existe un difféomorphisme qui transforme le systéeme
(1.1) en la forme (1.2), alors

[Ty Tn) = Me(y) Tk + Gg}k + Ry, pour 1 <k <n-—1,

o
k—2

mo_ Lo 0
Gy = [Z <7T_ka,n—k+izn—k+i> 8_21

i=1

1., 0

+ —1T, Z
T k,k

)

822k—n
et

k—2 n 9
= ( Z () + O (o kit ">Zn—1)>

=1 j=n—k+i+1
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et
Me(y) = diag{ot(y), ..., 6 (y), ..., 68 (y),0,...,0}, pour 1 <i<k—1, (1.8)
.ok ), k (Af)/ : k

ou oy = Ap + E et oy =AY —Ap o — g pour 1 <1< k—1, et Aj est

donné en (1.6).

Preuve. Selon 'équation (1.5), pour 1 < k£ < n — 1 nous avons

=

kaTn]
AR +
(

( > it (y) + OY <>) e

j=n—k+it+1

!
Tk

e\ 1L 0 4 1mqk 0
7%) 7 Oz + Tk Tkvkzk 522k—n+

Ak
k 0
An AZ i — ( ))A Zp—k+i T = Tkn ki Zn— k+1> 8_zi+
n

M?‘T/\

-
Il

S
b

=1

Posons \x(y) = diag{65(y), ..., 0%(y), ..., 0¥ (y), ..., 0, ...,0}, ol §F = AR + "

Tk

ARY .
et OF = A" — A" i (AZ,_Q) pour 1 < <k —1, alors

[T, o) = \e(y) 7 + G + R (1.9)

Remarque 1.2.5 L’équation (1.9) détermine A\i(y) de fagon unique puisque
Gl ]k, peut étre séparé selon les coefficients des termes d’ordre 2 en T,.

Finalement, le résultat suivant nous permet de déterminer toutes les fonc-
tions a;(y) pour 1 <i<n—1.

Proposition 1.2.6 Sil existe un difféomorphisme qui transforme le systéme
(1.1) en la forme (1.2), alors a; =
o

T; = C; €Xp U (expf (5? — ot 5;1%) dy — BZ‘_I) dy} , pour 1 <i<n—2,
Tt = eoexp ([ (B8 dy)
(1.10)

ot ¢; est une constante arbitraire non nulle, avec E’f =0etpourl <k <n—1
etl<i<n-1

27 et a1 = Tn—1,

k—1

7Tk m
Z Sk i,m— k+z+1 : (111>

m=k—i+1 -m
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Preuve. Pour 1 <1, k < n — 1,définissons

/
T _
Bf = =L + BF.
T

(1.12)

Selon ’équation (1.6),

(Af)/_ (sz)/ ﬂ ﬂ-;z—k—i—i
Af a sz _7Ti+7Tn—k+i'

/
™
Et comme §F = A} + ==, nous avons

n—1\/ ’ /
n—l  _ gn _ gn (BZ ) T Titi
0; = A4 T My T T T T T
B; T T4

/

/ /
S (% + B:—l) / (; + B;H) .

7
7 (2

ce qui nous donne
T = C; exp {/ (exp/ ((52 — ot — 5%1;) dy — Bfl) dy] , pour 1 <i<n—2,

ott B! est défini en (1.11).
n—1 ,
A yon—1 _ 9Tp_1 An NAn _ n  Tn—m
Grace a 9, = 2 +A oun A} | = m§_2 ST =, nous obtenons

/
Thn—1 n—1

Onm1 — Ahy
Tin—1 = Cp—1 €XP / T dy :

|
Remarque 1.2.7 Pour le systéme (1.2), si nous posons «; = $(y) pour
1<i<n-—1, alors
/ / n-1
6n71 — A" + Tp—1 . 27Tn—1 + Tp—i
" " Tn—1 Tp—1 i—9 Tn—3
= s"* pour

Par la définition de m; pour 1 < ¢ < n — 1, nous avons
1<k<n-—1, ainsi

—_
~

+ )

7

C’J\
o

ot =2

s
= ln_a
S

w |
I
[\
w |

ol l, = @ + 1. Finalement, nous avons obtenu le méme résultat que celut
exhibé en [156].
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1.3 Résultat principal

S’il existe un difféomorphisme qui transforme le systeme (1.1) en la forme
(1.2), alors I’équation (1.10) de la Proposition 1.2.6 donne tous «; pour 1 <
it < n — 1. Ainsi, considérons la nouvelle famille de champs de vecteurs
suivante :

~ ~ 1 .. .
T =mm et Tig1 = —[, f], pour 1 <i<n-—1. (1.13)
Q;
Posons
0 0 0 1
01 0 Tn—1 z;,n
r=| : |G....7)=| : . . . i |=A
0, -
1 ln’g ln,n
ou

lrj = 0u(7) pour 2<k<mnetn—k+2<j<n.

et considérons la forme w suivante
1 T
w=A"0:=(w,wa,....,wn) , (1.14)

ou, pour 1 < s < mn, nous avons

Wy = z”: TsmBm. (1.15)

m=1

Alors, I'algorithme suivante nous donne tous les composants de w.

Algorithme 1.3.1

pour 1 < 7 < n,

Tng = o = Tn—j42,5 = 0et Tn—j+1,j = 1.
pour 2<k<n—1letl<j<n,
k
Tn—kj = — Z lk,n—k—‘ri—(j—l)Tn—k—i—z'—(j—l),j7
i=2
n—s+1

et léquation (1.15) devient : ws = > Tsmb0m.
m=1

Théoreme 1.3.2 Les conditions suivantes sont équivalentes :
1) 1l eziste un difféomorphisme qui transforme le systéme (1.1) en la
forme normale d’OLDS (1.2).
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2) 1l eziste une famille de fonctions o;(y) # 0 pour 1 <1 < n—1 telle que
la famille de champs de vecteurs 7; pour 1 <1i < n définie en (1.13) satisfait
les conditions suivantes :

7,71 =0, pour 1 <i,j <n. (1.16)

3) Il eziste une famille de fonctions a;(y) pour 1 <i <n —1 telle que la
forme de R™-valeur w définie en (1.14) satisfait la condition suivante :

dw = 0. (1.17)

Preuve. 1) = 2)

Supposons qu'il existe un difféomorphisme qui transforme le systeme (1.1)
en la forme (1.2), alors nous proposons de calculer les a;(y) pour 1 <i < n—1
a partir de I’équation (1.10) de la Proposition 1.2.6. Ainsi, il est facile de mon-

trer que 7 = 2 2 ce qui nous donne 7, = ai, et ensuite, par construction
Z1

1 Oz1
nous obtenons 7; = % pour 2 < ¢ < n. Par conséquent, nous avons [7;, 7;] = 0
1

pour 1 <4,7 < n.

2)=1)

Réciproquement, supposons qu’il existe a; > 0 pour 1 <17 < n—1 tel que
[7:,7;] = 0 pour 1 < i,j < n, alors il est bien connu ([117], [80]) que nous
pouvons trouver un difféomorphisme local z = ¢ (x) tel que

0
822' '

¢u(Ti) =

Car ¢.(7;) = % est constant, ainsi
(3

L 6.(1) = 00 ([ 1) = 0 () =

)
2 Ozit1

donc %gb*(f) = ai%“ pour 1 < i < n — 1. Ainsi, par intégration nous

obtenons : ¢.(f) = A(y)z + 5(y).

Ensuite, comme dh(7;) = 0 pour 1 < i < n —1 et dh(7,) = 1, nous
obtenons ho ¢! = z,.

2) & 3)

Finalement, afin de prouver la condition 2) du Théoreme (1.3.2) est
équivalente a la condition 3), il est suffisant de prouver que I’équation (1.16)
est équivalente a I’équation (1.17).

Rappelons que pour deux champs de vecteurs X, Y, nous avons

dw(X,Y) = Lx (w(Y)) — Ly (w(X)) — w([X,Y]).
En posant X =7, et Y = 7;, nous obtenons

dw(7;,7;) = Lzw(T;) — Lz,w(T;) — w([7, 75))-
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Car w(7;) et w(7;) sont constants, et nous avons
dw (7, 75) = —w ([T, 7))

Parce que w est un isomorphisme et (7;), <i<n st une base, alors I'équation
(1.16) est équivalente a ’équation (1.17).
[ ]

Remarque 1.3.3 i) La forme w peut étre considérée comme un isomor-
phisme qui envoie chaque 7; dans la base de vecteur canonique %.

1
i1) Le difféomorphisme ¢(x) = z est donné localement comme suit :

2 = ¢i(x) = /wi + ¢i(0) pour 1 < i <mn,

ot vy est un chemin lisse de 0 a x.

Nous pouvons donner la procédure suivante pour inclure notre méthode.

Procédure :

(1) Calculer 7; pour i € [1,n].

(2) Déterminer 6F pour k € [1,n — 1] et i € [1,k].

(3) Calculer m; pour i € [1,n], afin de déterminer les «; pour i €
1,n—1].

(4) Calculer la nouvelle famille de champs de vecteur 7; pouri € [1,n — 1].

(5) Vérifier [7;,7;] = 0, si oui, aller & I’étape suivante afin de calculer le
diffémorphisme, sinon, le systeme ne peut pas étre transformé.

(6) Calculer w et par intégration pour obtenir le diffémorphisme local
z = ¢(x).

(7) Chercher la forme transformée par ce diffémorphisme.

L’exemple simple suivant est étudié afin d’illustrer le Théoreme 1.3.2.

Exemple 1.3.4 Considérons le systeme suivant

(i) = 1Yy,
Tg = %Ily
i3 = p(y)as, (1.18)
Ty = V(y)xf’n
Y =24

ou y(y)B(W)p(y) #0, ety € |—1,1], et nous avons :

91 = d.T4,

Oy = ydxs + v w3dxy,

05 = yudey + 27 vasdes + ((vp) @2 + (V) 23) day,
04 = yul=day + (20 p+ (yp)') yasdrs

+ (29 ypzs + v () T2 + 3y (V') 23) dwg + OF (24, 22, 23) 01
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Ainsi nous avons T, = 1;;%4 Bag Par conséquent nous obtenons
( — 1 9 (vuB)' )
T2_'yu8x2+(1+x)fy(( ﬂz;)x%xl -
_ 1 VH 0 VH 0
< 7_3 - ~ 8$3 ")///L (1 + Xz ) ( ﬁ)Zx 6232 _|_ ( ’y,u) ﬁ(vuﬂﬁ) 71‘2 62}1 —|— R1737—1,
- Yo w' (B R A G70) (yuB) 0
T4 = Bay + ('y + (yw) + (wﬁ) ) L3 9as ((w) +2 (wﬁ)) L2 35

\ + <ﬁ + %) 1 307 33:1 + Rig <Z37 22) 1+ R23(23)7—2

Le calcul nous donne directement

( 51 — 9wd)
B
52 _olwB)
o7 )

B
< 5 = 27 + (w) + (wﬂ)’
5 = wﬁ) _ [(wﬁ) } / [(wﬁ) }

(wﬁ) (yuB) (yuB)
3 Yo (vuB)’ ) | (ub) (' | (us)
L 0y = (2 - i +3 YU ) ( - YuB ) /< i + YuB )

Selon ’équation (1.10) de la Proposition 1.2.6, nous obtenons

m =crexp [ [ (exp [ (6] — (53 — 62) dy) dy} = cyuf,

Ty = Cy eXP [f (expf (63 — 03 — 63) dy — > dy} = CoYld,
T3 = C3 exp <f < (53 ﬂ-l - ﬂ—Q)) dy) = C37Y.
ou c1, Co, c3 sont les constantes arbitraires non nulles. Ainsi ap = T =

2
c1 __ T2 __ C2 — 3 _
aﬁ, ap =12 =2petag =72 =c3y, el les nouveauzr champs de vecteurs

3
sont 5
T = C1 (1 +SC4) 8_901’

=~ 0

T2 = C25.-»

T3 = C3%43>

~ _ 0 zy 0
T4 = Oxy + 1+z4 Ox1°

Il est évident que [7;,7;] = 0 pour 1 < i,7 < 4. Ainsi, selon le Théoréme
1.3.2, le systéme (1.18) peut étre transformé en la forme normale d’OLDS
(1.2).

Ensuite, comme

0 0 0 1
0 0 g v'zs
N ) (yp) w2t
O H 277%s (2<w>’w§) ,
2y ypwe+
2 !
w (i) (J0) (i)
TH) VX3 67(’7/”7)/1'2

ou R= O:E4 (1, ma, x3), nous obtenons

w:K—lez[dm, d(ﬂg—;), d(—) d:v4]T.
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Comme w = do, le difféomorphisme qui transforme le systéme (1.18) en la
forme normale d’OLDS (1.2) est

T
Ty

T T I3
s Ty T
C1 (1+$4) Cy C3

o) =z =

avec ce difféomorphisme le systéme (1.18) peut étre transformé en
21 = Oa
Zo = 26(y)a,
Z3 = Zu(y)2s,
zy = c37(y)zs.

Jusqu’a présent, dans cette section, nous avons seulement considéré les
systemes sans entrée. La section suivante est consacrée aux systemes possédant
des entrées.

1.4 Généralisation aux systemes avec des entrées

Considérons un systeme avec des entrées de la forme suivante
&= f(z)+g(z,u),
1.19
{ y = h(x), (1.19)
ouzeR" vweR?Y f:-R"—=R",g:R"xR?—-R",h:R" =R
sont les fonctions analytiques et pour x € R", g(z,0) = 0.
Pour le systeme (1.19), la forme normale d’'OLDS est de la forme suivante,

{ Z - i@zc;,ﬁ(y) +1(y, u), (1.20)

ou A(y) et B(y) sont donnés dans (1.2) et

n(y,w) = [ my,w), mlyw), -, ma(yu) ]"

Théoréme 1.4.1 Le systéme (1.19) peut étre transformé en la forme nor-
male d’OLDS (1.20) par un difféomorphisme si et seulement si

i) une des conditions équivalentes du Théoréme 1.3.2 est satisfaite.

i1) (9, 7] =0 pour 1 <i<n—1.

Preuve. A partir du Théoreme 1.3.2, nous pouvons dire qu’il existe un
difféomorphisme ¢ tel que

0. (f) = Aly)z + B(y)-
Pour 1 <i<n—1, car ¢, (7;) = 0 gt constant, ainsi nous avons

0z;
a%cb*(g) — 6.(19:7)) = 0.

En conséquence ¢.(g) = n(y, u), et finalement nous obtenons la forme (1.20).
|
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Remarque 1.4.2 Si g(x,u) = gi(z)us + .. + g,(x)uy, et les deux conditions
i) et ii) du Théoréme 1.4.1 sont vérifiées, alors

(Y, uw) = Bi(y)ur + .. + By(y)ug
Nous allons étudier certains cas particuliers pour le terme n(y, u).

Corollaire 1.4.3 Supposons que les conditions i) et ii) du Théoréme 1.4.1
sont vérifiées,

a) Silg,7.] =0, alors n(y,u) = n(u).

b) Si g(z,u) = g1(x)uy + .. + g4(z)u, et

gk, Ti] = 0, pour 1 <i<met1<k<q,

alors
n(y,u) = Byuy + .. + Byuy,

Exemple 1.4.4 Considérons le systéme suivant

7(y)

.fl.jl = 1+x3x1x2 + 1+$3U,
To = H(y)x
52 = Ty T (1.21)
i3 = v(y)x2 + u,
Yy = Ts.
oty (y)u(y) #0, ety €|—1,1[. Et nous avons
( _ _1+xz3 0
U= Sl dor .
_ 10 0
72—ﬂ8—+<(1+x) Z’ ) 2507
Ts = gy + ((( L+ 1 ) T25;
( _ v(y ))’) )
\ 1+as y)u(y) Lo,
Et nous obtenons
5 =0,
2 ’Y( ) 1 (@)
5_2w(y)+(()())’ ,
52 — _ @) 97w _ ((u(y)v)’(y)> /((#(y)w(y))'>
L7 (uy(y) () ()7 () ()W)

Ensuite, de l’équation (1.10), nous en déduisons

m =crexp [[ (exp [ (91 = 07 = 33) dy) dy] = ey (y) 1 (y) ,
{ﬂnggeXp<f< (52 ”))dy):cw(y).

ce qui nous donne a1 (y) = 2 (y) et az (y) = 2y (y) -
Ainsi nous obtenons

~ _ el
T = C1 (1 +I3)8_xl’
~ o)

Ty = 628:02

=0 4 = 0
73 = oxs + 14+x3 6z1



30 CHAPITRE 1.

Car g = 1_%38%1 + 8%3 = T3 alors [g,71] = [g,T2] = 0 et le systéme (1.21)

est transformé en

2 =0,
2= 2p(y) 2,
Z3 = oy (y) 20 + u,
Yy = z3.
par le difféeomorphisme suivant :

T
x T2

— I3

P(x) =2z = {ma o

Enfin, afin de résoudre le probleme d’inversion a gauche, la condition
d’OMC (Observability Matching Condition) pour le systeme (1.19) avec ¢ =
1 est de la forme suivante

Lyl th=0VzeU, 1<i<n—1,
LgL' ™ h # 0.

Remarque 1.4.5 La condition d’OMC' est une condition suffisante telle que
le degré relatif du systéeme est égal a la dimension du systéme.

Corollaire 1.4.6 Si les conditions i) et ii) du Théoréme 1.4.1 sont vérifiées
et que la condition d’OMC' est satisfaite, alors
T

n(y,u) = m@u, 0, -, 0]
et

m(y) # 0.

Remarque 1.4.7 La condition d’OMC pour le systéme (1.19) avec ¢ = 1
est équivalente a g € span{T}.

Nous donnons un autre exemple afin d’illustrer le Corollaire 1.4.6.

Exemple 1.4.8 Considérons le systeme suivant

Ty = u,

By = p(y) o+ p(y) 23 + 2w, (1.22)
iy = 7 (y) 722, |

y = 3.

oty (y)u(y) #0 ety €]-11.
Nous avons
1 0 1 xy 0
T = +

YW (y)Oxy v (y) p(y) 1+ 21 Oxy
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A partir de l’équation (1.10) de la Proposition 1.2.6, nous pouvons déterminer
a1 (y) = 2p(y) et az (y) = c2v (y). Ainsi nous avons

= Claixl +arg, 8%2’

Ty = C2 (1 + xl) 6_902’

T3 =

Dy

Comme g € span{T1}, la condition d’'OMC est satisfaite et le systéme
(1.22) peut étre transformé par le difféomorphisme suivant

T
I T2
r)=z=|—, ————,T
¢( ) C1 Cg (1—|—$1) 3
et nous obtenons le systéme suivant
z = %7
S — CL
Zg = CQ’LL (y) Zl? (123)
Z3 = oy (V) 22,
Yy = z3.

Remarque 1.4.9 Du point de vue de la transmission, u représente le mes-
sage confidentiel a crypter si nous sommes dans une méthode de cryptage
par modulation (Cette méthode est présentée dans le chapitre 5, voir figure
5.6 ). Ainsi dans le but de reconstruction de u du systéme (1.19), g doit étre
choisi attentivement tel que la condition d’OMC dans le Corollaire 1.4.6 soit
satisfait.

Maintenant nous allons concevoir un observateur pour le systéme (1.23).
Nous supposons que u, et tous les états sont bornés. Car u (y) v (y) # 0, ainsi
le probleme d’inversion a gauche pour le systéeme (1.23) peut étre résolu par
un observateur étape par étape comme suit :

21 = EglilSign (51 — 21)
2’2 = E1 (g—;,u (y) 21 + IigSign (22 — 22))
Z3 = 97y (y) 22 + Kasign (z3 — Z3)

ou les variables auxiliaires sont définies comme suit :

~ Kk3sign(zz—23
g = Zp + Fy RIS ( )

I\

C2ﬂ’Y(?J()~ )
~ _ 2 coKosign(Z2—22
a=4+E c1p(y)

U= Egclmsign (,%1 — 21)

avec
Sizz=23, F1 =1, sinon £y =0
Sizg=2yet By =1, F5 =1, sinon F; =0
Sizi=Z1et B =1, F3=1, sinon F3 =0
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1.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé les conditions géométriques nécessaires
et suffisantes qui nous permettent de déterminer si un systeme non linéaire
peut étre transformé localement en la forme normale d’OLDS au moyen d'un
difféomorphisme et d’une injection de sortie. Ensuite, une généralisation de
nos résultats a été étudiée pour une classe de systemes non linéaires possédant
des entrées. Enfin, quelques corollaires utiles ont été analysés afin de résoudre
le probleme de l'inversion a gauche.
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Chapitre 2

Forme Normale d’Observabilité
Linéaire Dépendante des
Sorties Multiples

2.1 Introduction

Dans le chapitres précédent, nous avons considéré des systemes non linéaires
avec mono-sortie. Dans ce chapitre, nous allons traiter les systemes avec des
sorties multiples de la forme suivante :

{ i = () 1)
y = (h1(2), e, b ()" '
ouzx e R", f:R" —-R"et h:R" — R™ sont analytiques.

En 1985, le probleme de déterminer les conditions géométriques suffisantes
et nécessaires, qui garantissent l'existence d’un difféomorphisme local pour
transformer le systeme non linéaire (2.1) en une forme normale canonique
(2.2) pour p=0, m > 1, o;; = 1, a été résolu partiellement en [102] et a été
résolu completement en [158].

En 2004, pour p = 0, m = 1 et o;;(y) = s(y), [136] a donné les condi-
tions géométrique suffisantes et nécessaires pour transformer le systéme non
linéaire sous la forme normale canonique avec une modification scalaire du
temps qui dépend de la sortie du systeme. En [68], I'auteur a donné des
conditions géométriques dualles de [136].

Dans ce chapitre, nous traitons le probléme suivant [175] : Trouver les
conditions suffisantes qui garantissent I'existence d’un difféomorphisme local
¢(z) = z afin de transformer le systeme (2.1) en

z=Ay)z+ By
{ e (2.2)
ou
21 B (y1) Ch
L 2“:2 Bly) = 52(3/:17y2) = (?2
Zm ﬁm <y17 7ym> C'm

35
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et
Ay (1) 0 0
Ay) = 0 Ay (3/:1; Y2) | 0
6 O e Ap (y1,....,ym)
avec
Zi,1 Bia (Y1, - Ys)
T Zi:’2 B (o) = Biz2 (Zh:, s i) ,
Zik; Biks (Y1, - Yi)
Coo= [0 - 0 1],

pour i € [1,m], k; sont les indices d’observabilité [102], et

(0751 (ylu“'7yi> 0 0
Ai (ylu"'7yi) - . . . .
0 s Qi1 (Y1 0i) 0

ou Q5 (y17 73/@) 7é 0.

Dans ce chapitre, nous donnerons les conditions géométriques suffisantes
pour garantir 'existence d’un difféomorphisme local et d'une injection de
sortie afin de transformer le systeme (2.1) en la forme normale (2.2). Ce
genre de linéarisation sera appelé la forme normale d’Observabilité Linéaire
Dépendant des Sorties Multiples (forme normale ’OLDSM) et elle généralisera
le résultat obtenu dans le chapitre précédent sur le systeme avec mono-sortie.

Dans la section 2.2, nous introduirons des notations. Ensuite, la section
2.3 présentera des résultats techniques avant de donner notre méthode. Fina-
lement, dans la section 2.5, nous généraliserons notre résultat aux systemes
avec des entrées, et certains corollaires utiles seront discutés.

2.2 Notations

Considérons le systeme (2.1), avec un ordre possible de h;, nous supposons

m
toujours qu'il existe les ky > ko > ... >k, > 1 et > k; = n tels que
i=1

6= (6},....6%, . 6% . 6km)" (2.3)

*9 m?
ou
. -
67 = dLgc h

pour 1l <i<metl<j<Ek.
Ainsi le systeme (2.1) est observable. Les nombres entiers (k;), ., sont
appelés les indices d’observabilité du systeme (2.1). Pour une description
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claire et plus détaillée au sujet de cette hypothese, voir [102]. Evidemment
la liste de ces nombres entiers n’est pas unique.

Pour 1 <l <met1l<j <k, notons (7;)
vecteurs définie par

I<i<m la famille de champs de

: 1, l=ij=k
) . _ ) 3 7
el (Tl,l) - { 0’ sinon (24)

et par induction nous pouvons construire les champs de vecteurs suivants :

Tir = [7_72,7”—17 f]

— (—1)T_1 ad;_lTi,T_l <25>

pour 2 < r < k;.

La famille 7 = (7;7) )i or 1<j<k, @ €té premierement adressée en [101]
pour p = 0 et m = 1 et il a prouvé en [101] que le systeme (2.1) peut étre
transformé en la forme normale (2.2) si et seulement si nous avons

(71,6, 71,5] = 0 pour 1 <4, j < n. (2.6)

2.3 Résultats techniques

Dans cette section, nous allons donner les résultats correspondants a ceux
du Théoreme 1.3.2 donnés au Chapitre 1, pour «; ; # 1.

Lemme 2.3.1 Pour un systéme de la forme (2.2) nous avons, pour 1 <1 <
m, 1 S t S kl?

!
Lo 4 > (Ai«’,ttq (Y15 1) ZT,kr—l) 9

azl,t—l

Tt =
It
721 (Y1, - Y1)
Lt
t—2 l Ar,i (3/17 “eey yl) Zr kp—t+i

Tr,j,s (y17 cey yl) ZT‘,jZT,S

=1 r=1
J=kr—t+i+l s=j
! Ky L
t—2 > U (Y1, - u) Zr.j
s r=1 \ j=ky—t+it+1 9

i—1 z z Oz

i= 3 1,k1—t+it1ls -5 F1k—1

+O£y]1 ) Jki—t+i+1y -5 21,k =1
eodl ooy Rk —tti4ly -y Rk —1

(2.7)
pourr € [L1], i € [1,t —2], ot my, =1 et My = Moy pour 2 <t <k,

I 1, : .
nt et Tmt-’q sont des fonctions lisses des (yi, ..., 1),

[3] 21, k1 —t+i+1y -y 21 k1 —1,

( ) représente les termes résiduels d’ordre
Ybowost vy Rl —t+it 1y - 2Lk —1
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supérieur a 2 paramétrés par (yi,...,y;) et

Lt
A'rz (yla ceey yl) =
8y'r7rlz
Srt 2,1 ﬂ-l2
t—i+1
(—1) =1 m T ;
By Tt —m rkr—t+is
+ z Srt i,m—t+i+1l g2 H Oél,k:fj
m=t—i+1 Lt—m j=t—i+1
(2.8)
ot 8y, m; représente > g i (Y15 0) 5 les SM i1 et SM im—tris1 Sont définis
comme suit
Lt It Lt—1 1t—1
Sr], 1 Sr]s Sr] 15+Sr,j,sfl7 (29)

pourl € [I,m], r € [Ll], t€[2,k], j€[1,t—1], s€[l,t—j].

Preuve. Pour un systeme de la forme (2.2), pour 1 <1 < m, 7, =

L _9_"alors nous utilisons 1’équation (2.5) et nous obtenons
T, 82[
_ 1 9 1,t 1,¢ )
T = aoaen T (Ave W) 2u— 0 () 50
t—2 1t ki1—1 ki—1 1t 9
2 A W) zim—eri 20 X2 T3 () 25210 | 5

i=1 j=k1—t+i+1l I=j '
t—2 k1

3
+> > U@l’t (Y1) 21,5 + O?[ﬂ] (21 ks —t4it 1y oo 21k —1) afl o
i=1 \ j=k;—t+i+1 ’

pour 1 <t < ket

19 (A%t 1(y1>y2)zlk1*1+A2t1(y17y2>z2k2* ) P
7‘27,5 = - +

ot +77t 1 (Y1, 92) 922,41
AV (Y1, Y2) 20kt

ko—1 ko—1
Y > > lez (Y1,92) 215210+
+ Z J=ka— t—H—Elt I=j 5
i=1 Az’z (Y1, Y2) 22,ky—t44 22,3
ko—1 ko—1
+ > > ngz (Y1, Y2) 22,522,

Jj=ko—t+i+1 l=j

k1 k2
=2 > 77%,’5 (W1, 92) 215+ D 773,’; (Y1,92) 22,5 P
+2| = kl—t+i+1 j=ka—t+i+1 Eo

=1 3]
+O (y1,92) (217k1*t+i+17 oy R1,kp—15 B2, kg —t+i+1y -+ ZQ,kgfl)
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pour 1 <t < ky. Alors par induction, pour 1 <t < k;, nous obtenons

Tt =

l
10 4 Z(Ai«’,ttq(yh---ayl)zr,kr—l) )

Tt 8Zl,t r=1 Iy 8zl,t—1
01 (Y15 1)

,t
t—2 l Arz (yl? cey yl) Zp kyp—t4i

+3 12 ‘“Z‘l ks 5o

i=1 \r ,] s (yla XEL yl) Zr,jer,s

j=kr—t+i+1 s=j

+
L kr It
t—2 > U (Y1, s Y1) 20

r=1 \ j=ky—iti+1 o
+ Z J=hr Oz’
i=1 0[3 21,k —t4i+15 -5 Rl k1 —15
yl, ,yl) e Zl,kl—t+i+17 ey ZlJﬂ—l
ou
It
A (yla ) yl) =
Slt ay’,nﬂ'l i

rit—i,1 71—[2

t—1 m T :
It By Tt —mm rkr—t+1i,
+ Z Srt i,m—t4+i+1 7|—l2 H QA f—j

m=t—i+1 —m j=t—it1

(—1)H

avec les coefficients S5" ;« donnés par la loi (2.9). =
Afin de déterminer les «; ;(y1,...,y;) pour 1 < i <m, 1 < j < k; —1,
comme ce que nous avons fait pour la forme normale d’OLDS, nous imposons

aussi pour 1 <i,l < m,

8Ah10¢_1={ 1, sil=1ietj=k,

0, sinon

Maintenant, nous allons donner les équations différentielles qui nous per-
met de calculer les fonctions a; j(y1,...,y;) pour 1 <i<m, 1 <j<k; —1.

Proposition 2.3.2 57l existe un difféomorphisme qui transforme le systéme
(2.1) en la forme (2.2), alors pour 1 <1 <m, 1 <t<k—-1,1<s<[-1,

[Tits To ks = Al Ti,e mod span {m1, s Tit-1}
_ 1\l (1]
[T1es Tig] = Namie + Gy + Rue

o
t—1
Rlki—t+i | 37— 21t
i=1 ltkl R azl,i 7Tl,t L 3Zl,2t—kz’
et
ki Lt
t—1 Z 771" (y17"'7yl> 8

i=1 +O[2] Zl,k1—t+i+17 ey ZLk‘l—la
oy Rl kg —t+it1s -5 Rk —1

Ry, = E Jj=ki—t+i+1
’ ) 321,2-
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et
s _ Oysmt
Lt~ T Tm,
)\f’t = diag{c?i’t (Y1s Y1) 5 ey 5§’t (Y1s Y1) s ooy (ii’t (y1,--u1),0,...,0},
(2.10)
pour i € [1,t], ot Oy, 4 szgmﬁe [7th (Y1, --y1)], 5i’t Al oy % et
Lt
5§,t Al ki Ai:zi—t-o-i B Dy, Eﬁu)

pour 1 <i<t—1, et Aéf est donné en (2.8).

Preuve. Selon 'équation (2.7), pour 1 <[ < m, 1 <t < k; — 1, nous
avons

> (A ) i) |

_ 1 2
Tt = 770, T | = 92101

+77t7—tllt (ylv ceey yl)
t—2 l Ar:i (?Jla ey ?/l) 2k —t+i

+ Z Z kil kil Lt 82,1.

TT] s (Z/l, LK) yl) ZTJZT:S

+
L kr It
t—2 > My (Y1, - u1) 2r,j

r=1 \ j=kr—t+i+1 0
+ Z 82[7,7
i=1 +O[3] 21 ki —t+it1s -+ Rk —1;
Wroeeot) \ L 2yt 1y o 2Lk —1

alors nous pouvons calculer

. 0 STt d
[let? Ts7k5] - a moa span {Tl 1y .- Tl,tfl}a
Tt 2Lt
4 : OysT
En définissant Aj, = —=2-%, nous obtenons

[Tl,ta Ts,ks] = )\itTLt mod span {Tl,la (X3} Tl,t—l}

De plus, comme

[Tl»t77—l,kl] = <Al kl ﬂ) 1

Tt Tt azl,t

t—1 Lk Lk 8ul( )
(A Al,kz—t-{-i R = Al PPk —t+i 0

1 t
+ E l Al 5
- 1 ,t 214
i=1 +7rl t j} t,k;— t-l—ZZl kj—t+1 *
+— Tl,t,t lta
Tt 212t—k;
i "
i—1 Z 771" (y17"‘7yl) a
+ Jj=ki—t+i+1 )
= | Lo® | 21y — ity s Z1 k15 Dz
130 coony Rl ky—titls oy Bk —
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Posons
. s , l7
)‘é,t (Y1y 0y yp) = dzag{&it (Y1y s Y1) s ...,5575 Yy t) s o 07 (Y1, s ) oy 0, .0, 0},

N 1t _ 1,k aylﬂ'l,t
ouo, = Ay + “r ©t

a <Al,t)

bt — Alkt _ gk AN
i = Ay Lki—t+i 0t
Al

)

pour 1 <<t —1, alors

[7‘[7,5, Tl,kl] = )\%7{7';775 + Gl[,ll]cl,t + Rl,t- (2.11)

Remarque 2.3.3 L’équation (2.11) détermine de fagon unique )\f,t puisque

1 A Ve Ve .
GE ,llt peut étre séparé selon les coefficients des termes d’ordre 2 en 1y, .

Finalement, le résultat suivant nous permet de déterminer toutes les fonc-
tions oy (y1,...,y) pour 1 <l <metl<i<Fk —1.

Proposition 2.3.4 Sil existe un difféomorphisme qui transforme le systéme
(2.1) en la forme (2.2), alors a;; = MLH pour 1 <l <metl<i<k —2,
et o1 = Tg—1, ot m; pour 1 < ¢ < ky — 1 est la solution des équations
différentielles partielles suivantes :

Oy, Ty

— :—)\f’i(yl,...,yl), pour 1 <s<l—1letl1<i<k-—1
Bumi _ exp [ (55’ — bRt 5fﬂl> dy, — Bllfl_l, pour 1 <i <k —2

i
Oy Tk -1 5;}@;1*‘421271
k-1 2
(2.12)
avec Bll:? =0etpourl <i,t<k—1
. 0,
nlt It y M t—m
B = Z R (2.13)
. Tl t—m
m=t—i+1 ’
Preuve. Evidemment, selon 1’équation (2.10), nous avons
aysﬂ-lvl S .
= A () s pour 1 < s <l —Tlet1<i<k—1
T ’
Définissons 9
T =
Bit = Zwbi | Bl (2.14)

T
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oul<li<metl<it<k —1.
Selon I'équation (2.8), pour 1 <i,k <k — 1,

It It
Oy (A“) _ O (Bl»i> Oy, " Oy T oy —t+i

It It
Al:i Bl:i e T ky—t+i

Oy, T ..
YTLE  ainsi

lk—1
a <B 7‘l )
w A\t )L O Oy

Lt Lk
Comme 6, = A" +

Tt ’

Lki—1  _ alk Lk
0; = Al,i —A

INEEA Lk —1
B! e Ty 144
1, 1,144 9, i Slk—1 0, Tl Sk —1
5»’1—5’ﬂ—8 Y + Bhh / Y 4+ Bh )
i 1+2 () l,i IX)
T T

ce qui nous donne

a T 4 . 7 . _ _ .
Tyl exp/ <(5§’2 — 5§’kl t_ (5le§1) dy, — Bllf’ 1, pour 1 <<k —2

T,

ol Bllf’_l est défini dans (2.13).
Lki—1 Oy Tiky—1 | Flk < qlk ML Lk Oy
Comme 67" = 2% + A1, ol Al:ki_l = 22 51’7,}1%, alors
nous obtenons B "
8yl7rlvkl*1 _ 52;2;1 - Aﬁ:zi—l

Tk —1 2

2.4 Résultats principaux

Avec le méme argument que celui que nous avons employé pour la forme
normale d’OLDS, nous pouvons également considérer la famille de champs
de vecteurs (7i;),;c,, <<, donnée par le systeme (2.1). Supposons qu’il
existe les ay; (y1,...,y) # Opour 1 <l <metl <i<Fk —1telsquela
famille de champs de vecteurs définie par

(2.15)

711 =71 (Y1, Y1) T
i = (1151, f] pour 2 <i <k

Qi1
k-1

commute, ou T (?/1, --'>yl) = H Qg (yla "'7yl) :
=1

En posant 7 = (7, ;) g €t A = 67, nous définissons la forme

R"™—valeur suivante :

1<i<m et 1<5<

w=A"10. (2.16)

Il est évident que
WT = Lxn

Ainsi, nous allons introduire nos résultats principaux.
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Théoreme 2.4.1 [l existe un difféeomorphisme qui transforme le systeme
(2.1) en la forme normale d’OLDSM (2.2) s’il existe une famille de fonctions
ap; (Y1, y) pour 1 <1 <metl<i<k—1telle que la famille de champs
de vecteurs T; pour 1 <l <m et <i <k —1 définie en (2.15) satisfait
les conditions suivantes

[Tijs Tsal =0, pour 1 <i,s <m,1<j<ketl<Il<kEk,. (2.17)

Preuve. La preuve de ce théoreme est similaire a celle du Théoreme 1.3.2.
[ ]

Remarque 2.4.2 La condition (2.17) signifie que la forme w définie en
(2.16) satisfait la condition suivante

dw = 0. (2.18)

Exemple 2.4.3 Considérons le systeme suivant :

(5 ()
T11 = 154, 5 F1,101,2,

_ ply)

T2 = 1+z1 3 1,1,
$'1,3 =7 (y1) T2,

2

By (2.19)
(14z2,2)

.C.C271 = 6 (y17 y2)
To2 = B (Y1, 2) (1-?221,2)

Y1 = 21,3,
\ Y2 = T2,

ot B (y1,y2) v (1) (va) #0 et y1 € |—1,1], y2 € |[=1,1[, alors nous avons

( _ 14wz 9
1,1 = EETEE IR
_ 1 3 Oy1 (v(y1)p(y1)) 9
T2 = 30y 8oy <(1 +a13) R )xl’zf)mm’
) Oy (ply1)y(y1)) | 9y v(y1) i)
L3 ™ 9213 (u(y1)y(y1)) ¥(y1) L2921 5
+ 1 Oy (v(y)e(y)) T d
1+z1,3 y(y1)u(y1) L1921,
- (I4z2,2) o
2,1 = Bly1,y2) dz2.1
r21 (I+22,2)
Tog = 9 2(1+$2,2) n (ﬂ(yhyz)) 7 () 122 d
% T Oz (1422,2) 2,1 0xa1
\ —8y2 <B(y1,y2)> 6 (ylu y2> )

Ce qui nous donne :

( 6% 1 =0,
1 _ o0 (y1) | Oy (uyr )’Y(yl))
022 =270 F ~latun)
S — Oy (ely () 317(?;1)
(w(y1) 7(y1)
! <5y1 yl)) <3y1(u(y1)7 y1) >
v (p(y1 v(yl (w(y1) )
)\1 — _81115(1!17?/2)
L1 B(y1,y2)
52 — 28y25(y17y2)
L1 By1,y2)
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Ensuite, selon l’équation (2.12), nous obtenons

dmm — oxp [ (81, — 6L, — 03,) dys,

1
Oyamia __ 1 oL, — 8y17r11>

T2 2 2,2 T11
Oimar _ _\1 - OnBlynye)
w1 L1 ™ Byiw2)
Oypmar _ 152 _ OyaB(y1y2)
w1 2721 7 B(y1,y2)
ce qui nous donne w1 = c1y (Y1) 1 (y1), T2 = c2y (Y1) et Moy = o1 =

c3fB (Y1, y2) ot ¢; sont les constantes arbitraires non nulles. Par la suite, nous
obtenons a1 (Y1) = éu (y1) et a9 = coy (v1). Ainsi nous avons

d
Ta=al+z3) 5
— d ’
Ti2 = 25215
- 1,1 e}
L3 = G213 14+x1,3 0x1,1°
et e
To1 = 03 1+$22) o
7 2,1 il
2,2 = 8:52 2 1+:c2 2 Ox21
il est évident que [Tij, Tst) = 0 pour 1 <i,s <2, j € [1,3], t € [1,2]. Ainsi
nous avons
_ ) ) -
01(1+$1,3) O c1(1+w173)2 wl’l 0 O
0 L 0 0
1~ 2
w=AN"7= 0 0 1 0 0
1 o 2.1
0 O 0 63(1+"E2 2) (1+:E2 2)
i 0 0 0 0 1 ]
ce qui nous donne
T
z=¢(x)= 1 ! T192, P21 x
= =7 - v -T2, 013, T o222
C1 (1 + 13173) Co C3 (1 —+ 1'272)

avec ce difféomorphisme, le systéeme (2.19) est transformé en :

( .
21,1 = 0,

Z12 = 2p (1) 210,
2"1,3 = C2YY (y1) 21,2,
2271 - 0

Zoo = 30 (Y1, Y2) 221
Y1 = 213,

\ Y2 = 22,2.

2.5 Généralisation aux systemes avec des entrées

Dans cette section, nous généralisons notre résultat aux systemes possédant
des entrées inconnues qui sont de la forme suivante :
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{ z = f(z) + g(z,u) (2.20)

y=(h(2), ..., hm(2))"

oureR", ueR?Y f:R"—=R",g:R"xR?—=R"eth:R"—>R™
sont des fonctions analytiques et g(z,0) = 0.

Pour le systéme (2.20), nous cherchons la forme normale d’OLDSM de la
forme suivante :

{ ;‘zéz(y)z+ﬁ(y)+77(%“) (2.21)

ou A(y), B (y) et C sont définis dans (2.2), et la matrice n (y,u) est définie
comme celle de 3 (y).

Théoréme 2.5.1 Le systéme (2.20) peut étre transformé en la forme nor-
male d’OLDSM (2.21) par un difféomorphisme s’il existe une famille de fonc-
tions (;(Y)1<icm ot 1<j<i 1 7 0, satisfaisant les conditions suivantes :

i) Pour1<i,s<m, 1<j<k etl<Il<k;,

[T, Tsa] = 0. (2.22)

i)
9: Tl =0pour1 <i<m, 1 <5<k —1

Preuve. La preuve de ce théoreme est similaire a celle du Théoreme 1.4.1.
[ ]

Remarque 2.5.2 Si g(x,u) = g1(z)us + .. + g4(x)uy, et les conditions i) et
i1) du Théoréme 2.5.1 sont vérifiées, alors :

n(y,u) = Bi(y)us + .. + B,(y)u, (2.23)
Nous allons étudier certains cas spéciaux sur 'injection de sortie.

Corollaire 2.5.3 Supposons que les conditions i) et ii) du Théoréme 2.5.1
sont vérifiées :
a) silg,Tir,]) =0, pour 1 <i <m, alors :

n(y, u) = n(u)
b) st 9(%“) = 91($)u1 +.. .+ gq(x)uq et
(96, Tox] =0 pour 1 <i<m,1<k<gq

alors
n(y,u) = Byuy + .. + Byu,.
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Exemple 2.5.4 Considérons le systeme suivant

( 2

i‘l,l - 7 (yl) (1+;’11’2)2 (1_35_1];;2)“1
T2 =y (Y1) 12;112 + Uy + 21U
To1 = By, y2)T12 (224)
Y1 = T12
L Y2 = T21
ot B(y1,y2)y (y1) # 0 et y1 € |—1,1], yo € |—1,1[. Nous obtenons
_ 14z 9

1= Y(y1) Oz1,1

mia = 5+ (397 (00) 22 — 7 () O (7 () 255 ) 52

T2,1 = 35271

Ensuite, nous avons
shl — Qayﬂ (1)
! 7 (1)

Ainsi selon équation (2.12), nous obtenons

Opma 0 0,7 ()

11 2 v(n)

ce qui nous donne T 1 = 11 = 17 (y1) ou ¢; est une constante arbitraire
non nulle. Par conséquent, nous avons

~ _ o)

711 =c (14 x12) i
1,1

BIBLQ 1+m172 8:132’1

T2 =

T2,1 = 9121

0 1,1 0
0z1 2 1+x1 2 Ox2,1

= Ti2, ainsi [g1, T11] = (g1, T12] = [91, T21] =
0. Ensuite, grace a gy = .I‘Q,l%, nous avons [ga,T11] = 0, [g2,T12] # O
et (g2, To1] # 0. Ainsi le systéme (2.24) peut étre transformé en la forme
sutvante :

Comme g1 =

: T1,1
21,1 = )2 T2,1U2

_61(1+I1,2
12 = ay(Y1) 210 + w + 221U2

22,1 = 5(3/1, y2)21,2 (2-25)
Y1 = 21,2

Y2 = 291

par le difféeomorphisme suivant :

x1,1
c1(14z1,2)

¢ = T12
T21
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Corollaire 2.5.5 Supposons que les conditions i) et ii) du Théoréme 2.5.1
sont vérifiées et m > q, alors la condition d’OMC (Observability Matching
Condition) pour le systéme (2.21) est de la forme suivante :

m”g@%m,ﬂy, u) =gq
et
%m’j@’u) =0, pour1 <i<m,2<j <k

Ici nous donnons un autre exemple afin d’illustrer le Corollaire 2.5.5.

Exemple 2.5.6 Considérons le systéeme suivant :

( $%1

Si’)l,l =7 (Z/1) (1+a:;’2)2 + Y (yl) U1 + Uo
T12 =7 (1) %

Ta1 = B(y1,Y2)T12 + w1 + B(Y1, y2)us
Y1 = 212
L Y2 = T21

ot 5(91792)7 (y1> 7é 0 et N € ]_]—7 1[7 Y2 € ]_]—7 1[ Selon Z;Exemple (254)
nous pouvons obtenir M1 = Q11 = 1Y (yl) ol ¢ est une constante arbitraire
non nulle, qui nous donne les nouveauxr champs de vecteurs suivants :

(2.26)

~ 0

T171 =C (1 —+ 1'172) 9211
o Z1,1

34661,2 1+z1,2 Ow2,1

T12 =

T2,1 Ero

ce qui signifie que le difféeomorphisme est de la forme suivante :

z1,1
c1(1+z1,2)

Qb - X1,2
T21

alors le systéme (2.26) peut étre transformé en :

Y= gy (Y (W) w tue)
?1,2 = Cl’Y(yl)Zm

Zo1 = B(Y1,y2)z12 + ur + B(y1, y2)us (2.27)
Y1 = 21,2
Y2 = 291
Ainst .
1 (Y, u) c(1ty1) (7 (y1) wr + u2)
n <y7 U) = 771,2 (y7 U) = 0
N2, (y, ) u + B(y1, y2)u2
Puisque
1 1
rang2ni1 (y,u) = Cl“*yll” (9) ﬁc&;*yyl;) , pour 1 < i <2
et

%771,2(3/7 u) = Oa
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sty (y1) B(yr,y2) # 1 et c1 (1 +y1) # 0, ainsi le Corollaire 2.5.5 est vérifié,
et tous les états et les entrées du systeme (2.26) peuvent étre récupérés par
un observateur.

Remarque 2.5.7 Du point de vue de la transmission, u représente le mes-
sage confidentiel a crypter. Et dans le but de reconstruire u du systeme (2.20),
g doit étre choisi attentivement telle que la condition d’OMC pour que le Co-
rollaire 2.5.5 soit satisfait.

Maintenant, nous allons concevoir un observateur pour le systeme (2.27).
Nous supposons que tous les états et u sont bornés et v (y1) 6(y1,y2) # 1 et
c1 (1 +y1) # 0, alors le probleme d’inversion a gauche pour le systéme (2.27)
peut étre résolu par un observateur a mode glissant étape par étape comme
suit : '

?1,1 = Eykgsign (51,1 - 731,1)
/_21,2 = c1Y(y1)211 + K1sign (z12 — 212)
Zo1 = B(y1,y2)212 + Kasign (221 — 221)
ou 212 = Y1, 22,1 = Yo €t
K1sign(z1,2—21,2)

c1y(y1) o

[ uy } _ { m’Y (y1) m } [ Eskasign (211 — 211)
ﬂg 1 ﬂ(yh yg) Egﬁgsign (2271 — 2271)

Zig =211+ B

avec
S1 212 = 21,2, E1 = ]_, sinon E1 =0
si 291 = Z91€t Z11 = 211, alors Fy = 1, sinon E =0

2.6 Conclusion

Ce chapitre a été consacré a chercher la forme normale d’OLDSM qui est
une extension aux systemes possédant plusieurs sorties de la forme normale
d’OLDS. La technique utilisée dans ce chapitre était la méme que celle em-
ployée pour la forme normale d’OLDS, c.-a-d., concevoir une nouvelle famille
de champs de vecteurs a partir de celle associée aux systemes dynamiques
possédant des sorties multiples. Premierement, les équations différentielles
partielles (2.12) ont été données pour déduire toutes les fonctions «; ;, avec
lesquelles les conditions géométriques suffisantes ont été données afin de
déterminer si un systeme (2.1) peut étre transformé en la forme normale (2.2).
Finalement, comme ce que nous avons fait pour la forme normale d’OLDS,
le résultat obtenu était également généralisé pour les systemes possédant des
entrées.
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Chapitre 3

Forme Normale d’Observabilité
Linéaire avec des Sorties
Multiples Combinées

3.1 Introduction

Nous allons étudier dans ce chapitre les systemes non linéaires avec des
sorties multiples de la forme :

z = f(x)
{ y=(h(2), ..., hm(2))" (3.1)

oux e R", f:IR" - R" et h :IR™ — R™ sont analytiques. Beaucoup de
chercheurs ont essayé de trouver un difféomorphisme local afin de le trans-
former en la forme normale suivante

%i,l = ﬁi,l(y)
Zij = Zij—1+ Bi;(y)
Yi = Zik;

pour 1 <i<m, 2<j <k etf;(y) estune fonction de y.

Il est & noter que, dans cette forme normale, les sorties sont linéaires. Une
question légitime se pose : quelle est la forme normale si ces sorties ne sont
pas linéaires 7

En fait, il existe une autre forme normale possible, qui peut étre exposée
comme suit :

f:Zi,l = ﬁzl(y)
Zij = Zij—1+ ﬁi,j (y) (32)
Y1 = 21,k

Yi = zig, + R (Zl,kla - Zifl,ki,l)

pour 2 < ¢ <m, 2 <73 <ketR (szl,..,zi_l,kifl) est une fonction de
(Zl’kl’ “’Zi*lzkifl) et R =0.

o1
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Evidemment, ce genre de forme normale est plus générale que celle pro-
posée en [102] et [158]. Ainsi nous allons traiter le probleme suivant : Cher-
cher les conditions nécessaires et suffisantes qui garantissent 1’existence d'un
difféfomorphisme local ¢(x) = z afin de transformer le systeme (3.1) en la
forme normale (3.2) [25][26].

Cette forme est appelée la forme normale d’Observabilité Linéaire avec
des Sorties Multiples Combinées (forme normale d’OLSMC) et généralise le
résultat obtenu en [158] et [102].

Dans un premier temps, nous donnerons les notations. Ensuite, nous fe-
rons une étude comparative avec [158] et [102]. Par la suite, nous introduirons
nos résultats principaux. Apres cela, nous présenterons une méthode afin de
simplifier des calculs, et finalement nous généraliserons notre résultat aux
systemes avec des entrées.

3.2 Notations

Considérons le systeme (3.1), nous supposons aussi qu'’il existe toujours

ki > ke > ...>ky>1et Y ki =n tel que

=1

6= (6.6, ., 6% .. 6km)" (3.3)

) m?
ou
. -
6] = dLﬁc h;

Ainsi le systeme (3.1) est observable.
Pour 1 <l <met 1l < j < k;, Nous notons (7;1)
champs de vecteurs définie par :

L<i<m la famille de

Lil=ij=%k
0, sinon

0] (1i1) = { (3.4)

Par induction nous pouvons construire les champs de vecteurs suivants :

Tir — [Ti,r—la f]

— (_1>r—1 ad;_ln,r_l <35)

pour 2 < r < k;.

3.3 Discussions sur la forme normale intro-
duite en [102] et [158]

Nous commengons par un rappel d’un résultat particulier de [102].

Théoréme 3.3.1 [102] Supposons que ky = ky = ... = ky, et > k; = n, et
i=1
que T, 5, pour 1 <i < m etl < j < k;, est les champs de vecteurs définis
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par (3.4) et (3.5). Il existe un changement de coordonnées transformant le
systéme (3.1) en la forme normale (3.2) avec Ry =0 si et seulement si

[Ti,j7 Tr,s] =0 (36)
pour 1 <o, r<metl<j<k;, 1<s<k,.
L’exemple suivant illustre I'utilisation du Théoreme 3.3.1.

Exemple 3.3.2 Considérons le systéme suivant :

.
T = 0
Zt'Q =T
i‘g — 0
. (3.7)
Ty = T3+ T1X2
hl = T2
L hy = x4
Evidemment nous avons ki = ko = 2, et
_ 9 9
TI1 = 907 — 123,50
_ 0 0
T2 = 3,; T T1g.,s
_ 9
721 = Bzg0
_ b
72,2 = 3z,
Comme [T11,T12] = —2% # 0, nous concluons grace au Théoréme 3.5.1,

que le systéme (3.7) ne peut pas étre transformé en la forme normale (3.2)
avec Ry = 0.

En fait la condition de commutativité des crochets de Lie n’est ni nécessaire
ni suffisante et ceci quelque soit les valeurs des k;.
L’exemple étudié en [158] montre que la condition (3.6) n’est pas nécessaire.

Exemple 3.3.3 [158] Considérons le systéme suivant :
T = 1173
Ztg = T

Zt3 = X9 (38)
hl = T2

alors nous avons

ce qui nous donne
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Il est évident que [112,T21] = —8%1 # 0. Cependant, le difféeomorphisme
suivant
T1 — T3
P(x) = T
T3

peut transformer le systéeme (3.8) en la forme (3.2) avec Ry = 0. Ainsi la
condition (3.6) n’est pas nécessaire.

Afin de donner un exemple pour indiquer que la condition (3.6) n’est pas
suffisante, nous commengons par rappeler un résultat de [158].
Supposons que pour certains 1 < [ < m, nous avons k;1 < k;. Définissons :

Q= {dL hipour 1 <i<m,et 1<j<h}— {dL’;rlh,}

Théoréme 3.3.4 [158] Les conditions suivantes sont équivalentes :

i) Le systéme (3.1) peut étre transformé au moyen d’un difféomorphisme
en la forme normale (3.2) avec R, = 0.

it) Pour 1 <l<m, 1<j <k,

dim span(Qy) = lky + kiyr + ... + by — 1 (3.9)

et il existe les champs de vecteurs (T;1), ., salisfaisants

i 1, pourl=1ietj=k;
Jj—1 _ y D J 1
Ly Ly —{ 0. sinon (3.10)
tel que
[Tz'7j,7'7»75] =0 (311)
pour 1 <eo,r<metl<j<k,1<s<k,.
Remarque 3.3.5 Notons
Q = [dhy, -+, ALy hy, woo ) dhy, ce, ALY TRy, dhyg,

o dL T ey, ey dhe e, dLE My, T

L’existence des champs de vecteurs (111), ..., peut toujours étre garantie par
la condition (3.9) du Théoreme 3.3.4 en résolvant les lk; + kii1 + ... + km
équations suivantes :

V(0)

dim span(@l) x1 ]

o 1.
ALy 'y L 1

ou 'V (0) )x1 signifie un vecteur colonne de dimension dim span (Ql) , car

dimspan(@l
dim span [Ql U {dL';l_lth =lki+ k1 + ... +knp

L’exemple suivant montre que la condition (3.6) n’est pas suffisante.



CHAPITRE 4. 95

Exemple 3.3.6 Considérons le systeme suivant :

Tl = T1%2
:‘CQ =T
$3 =T (312)
]’Ll = X9
hg = T3
alors nous obtenons
dLUQ
0= dlL’l s
dl’3
ce qui nous donne
_ 0
Tl = 540
_ 9 4 3 0
T2 = 853 + Oxo + x28a:1’
T21 = IR

Il est évident que la condition (3.6) est vérifiée. Cependant

Ql = {dl‘g, deg, dl’l} s Q2 = {dl‘g}

dim span(@Q) =3 >1x2+1—1.
{ dimspan(@Qz) =1=2x1—1.

ainsi la condition (3.9) du Théoréme 3.3.4 n'est pas satisfaite. De plus,

puisque Ly ,hy = 1 # 0, la condition (3.10) du Théoreme 8.3.4 n’est plus

satisfaite. Par conséquent, selon le Théoréme 3.3.4, le systéme (3.12) ne peut

pas étre transformé en la forme normale (3.2) avec Ry = 0.

La remarque suivante donne une idée de notre réflexions.

Remarque 3.3.7 i) Le systéme (3.8) dans ’Ezemple 3.3.3 est linéarisable
par

0 0 0

Tin=57 T2~ 53 +T35—
8x1 ’ 8132 8x1
et 721, 0U To1 est une solution des équations suivantes :
dhg (7-2,1) =1

dhiLyro1 =0
[T1i,T21]) = 0 pour 1 <i <2

Les deux premieres équations donnent la solution suivante :

0 0

= — b _—
21 03 * (x)(?a:l

et les deux équations différentielles suivantes donnent b(x) = xs.
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i1) Le difféomorphisme suivant

1,.2

z=¢(x) = To

T3 — T2

transforme le systeme (3.12) considéré dans I’Exemple 3.8.6 en la forme
normale (3.2) avec Ry = —zy. Ainsi le systéme (3.12) est de la forme (3.2)
avec Ry = —29

_ 9
e O P P
T2 = 3., —|—£B28—$1 + Jug
T21 = B3

Plus tard, nous considérerons un autre exemple qui ne vérifie ni la condi-
tion (3.6) ni la condition (3.9).

3.4 Reésultats principaux

.. : , .. o
Afin d’introduire le résultat principal, nous posons 7 = (7i ;)1 <icm et 1<j<k;
et A = 07. Définissons la forme de R"®—valeur suivante :

w=A10.

Et il est évident que
wT = Lyxn

Théoreme 3.4.1 Les conditions suivantes sont équivalentes :

i) 1l existe un changement de coordonnées ¢(x) = z qui transforme le
systéme (3.1) en la forme (3.2).

it) 1l existe les champs de vecteurs (7;1) satisfaisant

1<i<m
1, pouri=letj=k
0, sinon

pour 1 <1 <m,ou R (h;) est une fonction de h; et

[TiJ?Ts,l] = 0. (3.14)

pour 1 <iu,s <m, 1< j<k;etl<I[<k,.
i1i) La condition (3.13) est vérifiée et

dw = 0. (3.15)

alors nous avons localement w = d¢.
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Remarques 3.4.2 i) Lorsque k; > kiyq, Uexistence des champs de vecteurs
(T11) <1<, DUt toujours étre garantie par la condition (3.9) du Théoréme
3.8.4 en résolvant les (Ik; + ki1 + ... + k) équations suivantes

vV (0)

[ T
dL'}l’lhl 1 1

dimspan(@l)xl ]
car
dim span [Ql U {dLI;’_lhl}] =1k + k14 ... + k.
i1) Cependant, dans le cas k; = kiy1, évidemment
dim span@; 1 = dim span@),

Notons que :
~ ~ kip1—1
Q=Q1 - Lfl+1 (dhi41)
alors 1411 peut étre déterminé par
V(0)
1

QlJrl im 9
[ del-H_th-l Ti+1,1 = d Span(Ql+1>X1
f

et 111 doit étre calculé comme suit :

V(0)

kc?—ll L= dimspan(Ql)xl
dLy ™ hy 1
Preuve. Supposons qu’il existe un changement de coordonnées ¢(x) = z
qui transforme le systeme (3.1) en la forme (3.2). Selon ’équation (3.2), nous
avons

0
e Dz11
pour 1 <[ <m, et
0
i = 0z
pour 1 <4 < k;. Ainsi nous obtenons
[Tijs Tsa] =0

pour 1 <i,s<m, 1 <3< ketl <[ <k,
Et puisque
hiod™" = zigy + Ry (210155 21004 )

pour 1 <[ < m, nous avons

1, sii=1let)=Fk

hop™' =< R(zip,), sil<i<letj=k
0, sinon

0
azi’j
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A v B -1 3 .
Grace a az—mhloqﬁ = dhy (7;;) , nous avons aussi

1, ste=1letj=k
dhﬂ'ij: R(h,), 821§Z<l€t]:kl

0, sinon
Réciproquement, si [7;;,75;] = 0 pour 1 < i,5s < m, 1 < j < k; et
1 <1 < ks, il existe un difféomorphisme ¢(x) tel que ¢.(7; ;) = %, alors
2V}
0 0 0
* - _7 * = * Ti '7 = .
3Zv:,j¢ / {5% ¢ f} O Lrig. 1) 0z j41

En conséquence, par intégration, nous obtenons

_ 21,1 _ ﬁzl(y) ]
o [ Zij ] { Zij-1+ Bij(y)
oul<i1<m, 1< <k
Et comme %hloqﬁ*l =dhyT;j et

1, ste=1letj=k
dthi,j: R(h,),821§2<l€tj:l€2
0, sinon

Nous avons
-1
hio¢p™" = 211, + Ry (Zl,kl, - Zlfl,kl,l) .

Finalement, afin de prouver que la condition ii) du Théoréeme 3.4.1 est
équivalente a la condition i), il suffit de montrer que 1’équation (3.14) est
équivalente a 1'équation (3.15).

Rappelons que pour w et deux champs de vecteurs X, Y nous avons :

dw(X,Y) = Lx (w(Y)) = Ly (w(X)) = w([X, Y])

Posons X =17, ; et Y = 7,,. Et comme w(7; ;) et w(7; ;) sont constants, nous
avons

dw (T4, 1,s) = —w([7i, 1))
Comme w est un isomorphisme et (7; ;)1<i<m,1<j<k; €St une base, alors [7; ;, 75, =
0,pour 1 <i,5s <m, 1 <5< ketl<I[ <k, quiimplique que dw = 0.
Ainsi, il existe un difféomorphisme local ¢ tel que : w = d¢. =

Remarque 3.4.3 La condition (3.13) implique que la nouvelle sortie hy
dépend des nouvelles sorties hy pour 1 <t < I, mais ne dépend pas de sorties
hs pourl < s < m.

Déclaration 3.4.4 La condition (3.13) est équivalente a la condition (3.10)
plus les équations suivantes :

dhl(TiJ’) = R(hz), si1<i<l Gt] = ki,

pour 1 <[ < m.
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Il est a noter que dans la Remarques 3.4.2 il existe deux cas possibles afin
de déterminer les champs de vecteurs (75,1) . L’exemple suivant traitera
le premier cas : k; > kjiq.

1<I<m

Exemple 3.4.5 Considérons le systeme suivant :

Ztl = T1T3
Ty =11
i?g = o (316)
hy = xy
h2 = XT3
alors nous avons
dI‘Q
0= dlL’l s
dl’3

Selon le Théoreme 3.3.4, nous avons

0
TM_@’ 9 o
T2 = 305 T 525 T T332,

7'271 = 8;23 + b(l’)alxl

ot b(x) est une fonction de x. Si le systéme (3.16) peut étre transformé en
la forme (3.2) avec R, = 0, alors le choiz de b(x) doit vérifier les équations
(3.10) et (3.11).

Il est facile de voir que L., ,ho =1 # 0, ainsi la condition (3.10) n’est pas
vérifiée. Par conséquent le systéme (3.16) ne peut pas étre transformé en la
forme (3.2) avec R, = 0.

Cependant, selon le Théoréme 3.4.1, car dho(m11) = 0 et dLsho(111) =
dhy(T12) = 1, Uéquation (3.13) est satisfaite. Ici dLsho(T11) = 1 signifie que
la seconde nouvelle sortie dépend de la premiere sortie. Ensuite, si [’équation
(3.14) du Théoréme 3.4.1 est aussi satisfaite, alors selon le Théoréme 3.4.1,
le systéme (3.16) peut étre transformé en la forme (3.2) avec Ry # 0.

Car

[7'1,17 7'1,2] =0,
ob

(711, Ti2) = ag)a%la
[ o] = (%2 + B2 4 2o 1) 2
ainst, si b(x) = xa, alors [T11,T12] = [T12,721] = 0. Ceci signifie que, par
11 = %17
Ti2 = 3%2 + % +$33%17
To,1 = 8%3 + 33'2@%17

le systéme (3.16) peut étre transformé en la forme (3.2) avec R, # 0. Le
calcul nous donne le difféeomorphisme suivant

1,2
xr, + 5T5 — Tal3
¢ = o)
T3 — T2
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avec ce changement, le systeme (3.16) est transformé en

21:0

s 1.2
Zg = 21+ 223 + 5%
23:0

h1:212

hy = 23 + 2

Il est a noter que le difféomorphisme n’est pas unique. Parce que si nous
choisissons b(x) = x3, nous obtenons aussi [111,T1 2] = [T1,2,T21] = 0, ce qui
nous donne un autre difféomorphisme

1
1’1—5

¢2 = T2
XT3 — T2

2
T3

et avec ce difféomorphisme nous obtenons la forme suivante :

2.’1:0
222214—%(234‘22)2
2.’3:0

hi = 2z
h2223+2’2

Naturellement nous pouvons également choisir d’autre b(x) satisfaisant
les équations (3.13) et (3.14) pour construire d’autres difféomorphismes.

Un autre cas possible et complexe présenté dans la Remarques 3.4.2 est
le cas k; = kiy1, qui sera illustré dans ’exemple suivant.

Exemple 3.4.6 (Ezemple 3.3.2 suite) L’Ezemple (3.3.2) montre qu’il ne
peut pas étre transformé en la forme normale (3.2) avec Ry = 0. Cependant,
selon le Théoréme (3.3.4), nous avons ky = ke = 2, et

dim span@); = dim spanQ)y = 3

ainsi 711 et To1 peuvent étre déterminés uniquement comme suit

dh, 0 1 00 0 0
dLghy | ¢ |1 000y |10
dhs 0 0 01 0 0
dehQ To X1 1 0 0 1

Nous obtenons 5
TN = 5z — 12545
T21

qui nous donne

) )
Ti2 = 8—$2+9€1a—$3
T2 = 75—~
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Puisque

[T11, T12] = _28_:103 # 0,

ainsi, selon le Théoréme 3.3.4, le systéme (3.7) ne peut pas étre transformé
en la forme normale (3.2) avec R, = 0.

Cependant, selon le Théoreme 3.4.1 et la Remarque 3.4.2, puisque ki =
ko = 2, et dim span@); = dim spanQ)s = 3, st nous voulons vérifier si le
systéme (3.7) peut étre transformé en la forme normale (3.2) avec R; = 0,
nous devons d’abord déterminer to1. Nous obtenons

dhy 0 1 00 0
dL¢hy |1 0 00 10
dhy |70 0 01|™ |o
dehg To T1 10 1
qui nous donne Ty = (% . Ainst nous avons Ty = ‘24. Selon le Théoréme
3.4.1, 111 doit étre calculer comme Suit
dhy 01 00 0
dehl 11 — 1 0 0 0 T11 = 1
dho 0 0 01 0
ce qui nous donne
T11 = b( ) 8:1:3
_ 9
T2 = Daa (.1'181219 -+ (1'3 -+ 1’1.1'2) 8x4b) 973

ou Oy, b signifie 5 2p,
Sz [T11, T21] = 0 alors nous avons Oz,b = 0. Si [T11, Tee] = 0, nous obtenons
0:,b = 0. Ainsi nous avons

0 0
= — Op,b— b) —
T12 — 82+ZE1 2(93 (l’g‘l' )ax4
et il est évident que [T12,T21] = [T12, T22] = 0. De plus, si 111, T12] = 0, alors
0z, b= 0,,0=0.
Par conséquent, b est constant, alors nous avons
1 0 0 0
0 1 0 0
[ i1, Ti2, T21, T22 } =1y 0 10
ce qui signifie
1 0 0 0
w— 0 1 0 0
| b 0 10
0 —b— i) 0 1
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ce qui nous donne

T
T2
&= gb(m) = T3 — bry
T4 — bry — %x%

Awvec ce difféomorphisme, le systéme (3.7) est transformé en

¢

21:0
29 =2
23:0
24 = 23
hy = 2
h2:Z4+b22+%Z%

\

qui est de la forme (3.2) avec Ry = 123 + bz,.

Comme nous avons vu dans les deux exemples ci-dessus, parce que les
champs de vecteurs (7;1),.,.,, sont déterminés par la condition (3.9) du
Théoreme 3.3.4 (ou la condition (3.13) du Théoreme 3.4.1), ainsi les solutions
(71,1),<;<,,, e sont pas uniques et il est obligé de vérifier chaque solution
par les conditions (3.13) et (3.14) du Théoreme 3.4.1. La section suivante
proposera une autre méthode afin de simplifier des calculs.

3.5 Simplification des Calculs

Afin d’éviter la vérification fastidieuse, nous proposons d’établir les so-
lutions possibles (711),.,.,,, non pas par la condition (3.13) du Théoreme
3.4.1, mais par I'équation (3.4). Pour simplifier, nous notons (77,1),,.,, les
champs de vecteurs déterminés uniquement par ’équation (3.4), avec lequel
nous calculons les champs de vecteurs possibles, dénotés (7,1),,, . -

Dans la Remarques 3.4.2, deux cas possibles ont été présentés, ainsi afin
d’exploiter la relation entre (77,1),.,.,, €t (71,1);<<,,, Dous devons aussi ana-
lyser ce probleme a partir de deux cas différents.

Le premier cas : ky > ky > ks.

Pour simplicité, nous supposons k1 = 3, ko = 2 et k3 = 1.

Grace a I’équation (3.13), nous avons

dhy 00 1 0 0 0

dhy ( Ti1 Ti2 Ti3 Te1 Te2 T3i ) =00 R 0 1 0

dhs 00 R:{’ 0 R% 1
Avec

Lifgh = LyLsh — LyLyh
nous obtenons

Ly, Lihy = LgLy hy — Ligz b = Ly ,hy =0
L thl - LfLTLzhl - L[f,TLQ]hl - LTLghl - 1

T1,2
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et

L L?hl = L¢Ly Lyhy — LigrgLihy = Ly ,Lihy =1

T1,1

Avec le méme argument, nous avons

deh1( Tl T2, T21 ) = ( 0, 1, 0 )
dL?'thl,l =1
dLghy (111 1 ) =(0, 1)

Un autre coté, selon I’équation (3.4), nous avons

dh,
dLshy
dL%h,
dhs
dLsh,
dhs

( Tl,l? TQ,la T3,1 ) =

SO O~ OO
o= OO OO
_— o O O oo

en comparant avec le résultat obtenu par 1’équation (3.13) :

dhy 000
dL ;hy 00 x
th T1,17 T2,17 7—3,1 - O 0 0 ’
dL ¢hy 01 x
dhs 0 01

ou * représente certaines fonctions de z, et nous avons évidemment 77 ; = 7 ;.
Ensuite, si * est égal a 0, nous avons

T2,1 = T21

T3,1 = T3,1-

est une solution plus générale que (77;)

Par conséquent, (Tz,1)1<l<m
ore a partir de (7},)

Ensuite, nous pouvons créer (7;1)

1<l<m *

comme suit :

1<I<m 1<I<m

1,1 = T1,1,
Ty = Toq + b7 (x)71,
T30 = 131 + bil(ff)ﬁJ + big(ﬂﬁ)ﬁz + bgvl(ff)Tm

Et avec une formulation plus générale, nous trouvons :

( 11 = T1,1,
(k1—Fk2)
Toq = 121 + Zl b%’j<x)7—1,j
ZJ(krfk‘s)
73,1 = T371 + Z Z bij(ﬂf)Tr’j
L r=1 j=1

Le deuxiéme cas : k; > ky = ks.
Nous posons ki = 3, ky = k3 = 2.
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Grace a I’équation (3.13), nous avons

dhy 00 1 0 0 0O
dhg ( 11 T2 T1,3 T21 T22 T31 732 ) = 0 0 R% 0 1 00
dhs 00 RO R 01
Avec le méme argument, nous obtenons
dehl ( T, T2, 72,1, 73,1 ) = ( 0, 1, 0, 0 )
defthl,l =1
dLhs ( T11 72,1, T31 ) = ( 0, 1, 0 )
deh3 ( Ti,1 72,1, T3 ) = ( 0, R%; 0 )
De la méme maniere, selon I’équation (3.4), nous obtenons
dhy 0 00
dL¢hy 0 00
dechl 1 00
dhy | (T, Tons Toa)=| 000 [,
dL¢hy 010
dhs 0 00
dLghs 0 01
En comparant avec le résultat obtenu par ’équation (3.13) :
dhy 0 0 0
dL¢hy 0 0 0
dhy ( 71,1, 721, 731 ) = 0 0 O
dL¢hy 0 1 0
dhs 0 0 0
dL¢hs 0 R} 1
oll * représente certaines fonctions de x, et nous pouvons créer (7,1), <l<m D

partir de (771) comme suit :

1<I<m

Tip =111,
731 = T3 + b?,1(33)71,1
o1 = Do + b7 (2)710 + b5 (2)73,

Dans le cas général, nous obtenons

( 11 = T1,1,
(k1—Fk3)
1 =151+ Y, b:f,j(x)ﬁ,j
j=1
(k1—k3)
Toq = 121 + Z:l b%,j(x)TlJ + bg,l(x)T&l
j=

\

Par conséquent, (1)
suit :

\<1<m Deut étre généré a partir de (771), ., comme

;=11 pour 1 <j <k
T = M1, f] pour 2<j <k
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et pour 1 <s<m—1,si kg1 < ks

s (k'r_ks+1) 41
Tor1n = Tsp11+ 2 21 by ()7 (3.17)
= :

r=1
Tst1y = [Tsp1,-1, f] pour 2 < j < kgiy

mais si ks, 1 = ks alors nous avons

( (s=D)(kr—ks+1)

Top1g = Loy11+ D Z bSH( )Trj

r=1 j=
(s—=1)(kr—kst+1) (318)
Ts1 = Lop + Z Z by (2)7r; + biil (%) Ts411

[ Tst+105 = [Ts—i-l,]—lu f] pour 2 < j < ko

Ci-dessous, la simplification des calculs sera illustrée par les deux exemples
présentés dans la section précédente.

Exemple 3.5.1 (Ezemple 3.4.5 suite) Dans cet exemple, ky = 2 et ko = 1,
et nous avons obtenu

_ 0
Tl,l - 8331 5 "
T172 = L35, o0z + 8:1:2 + 8903
Ty = 5>
2,1 8383

Selon ’équation (3.17), nous avons

o)

TLI —= Tl,l = —axl
= = .24 0 4 9
T2 = T172 - x?’@ml + 8;1:2 + 0z3

T2,1 = T2’1 + bl,l ( )Tl,l = b%,l (.I’) % + Bimg
Car
[7'1177'12] [7'1 1,7'21] [7'1,2,7'2,1] =0

Ce qui signifie que bl,l est une constante. Et le calcul restant est le méme que
celur de I’Exemple 3.4.5.

Exemple 3.5.2 (Ezemple 3.4.6 suite) Dans cet exemple, ki = ko = 2, et
nous avons obtenu

T1,1 = Bi:m - fsa%g
Tip = 8%2 + xla%g
Ty, = Brs
Tyo = B2a

Selon ’équation (3.18), nous avons

( T2,1 = T21 = %3
T2,2 = T22 = Bzs
T1,1 *T11+b21( ) T2 = (b§,1(37)_x3)£+8%1
Tio = 8(3:2 + (Il@xgbzl + (z3 + 2129) 83545%713 3%3

+ (b%l + X9 — 1‘3) 8;24

\
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car

[7'1,1,7'1,2] = [7'1,1,7'2,1] = [71,1,72,2] = [7'2,1,7'2,2] =0

nous obtenons
2 _
B,(x) = w3 + c

ot ¢ est une constante. Et le calcul restant est le méme que celut de [’Exzemple

3.4.6

Les exemples ci-dessus nous ont montré que les solutions possibles peuvent
étre calculées directement par 1'équation (3.17) ou (3.18).

3.6 Généralisation aux systéemes avec des entrées

Dans cette section, nous généralisons notre résultat aux systemes possédant
des entrées de la forme suivante :

{ z = f(x)+ g(z,u) (3.19)

y=(h(2), ... hm(2))"
oureR", ueR?Y f-R"—>R",g:R"xR?—=R"eth:R"—>R™
sont des fonctions analytiques et g(z,0) = 0.
Pour le systeme (3.19), nous cherchons la forme normale comme suit :

zi1 = Bi1(y) +nia (y, u)

Zig = Zig-1+ Pi(y) + i (y,u) (3.20)
Y1 = 21k

Yi = Zig + Ri (21415 s Zio gy )

pour 1 <i<met2<j <k, i,y etn;(y,u) sont respectivement des
fonctions de y et (y, u).

Théoréme 3.6.1 Le systéme (3.19) peut étre transformé en la forme nor-
male d’OLSMC' (3.20) par un difféomorphisme si et seulement si

i) une des conditions du Théoréme 3.4.1 est satisfaite.

it) 19,71 =0, pour 1 <i<m,1<j <k —1

Preuve. La preuve de ce théoreme est similaire a celle du Théoreme 1.4.1.
[ ]

Remarque 3.6.2 Si g(x,u) = g1(z)us + .. + g,(x)uy, et les deux conditions
i) et ii) du Théoréme 3.6.1 sont vérifiées, alors

n(y,u) = Bi(y)us + .. + By(y)u,.

Nous allons étudier certains cas spéciaux sur l'injection de sortie.
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Corollaire 3.6.3 Supposons que les conditions i) et ii) du Théoréme 3.6.1
sont vérifiées :
a) silg,Tir,]) =0, pour 1 <i <m, alors :

n(y,u) = n(u)
b) si g(w,u) = gi(x)us + .. + go(x)uy et
(g, Tig;) =0 pour 1 <i<m,1<k<gq

alors
n(y,u) = Byuy + .. + Byu,.

Afin d’illustrer le Théoreme 3.6.1 pour les systemes avec des entrées, nous
considérons 'exemple suivant.

Exemple 3.6.4 Considérons le systeme suivant

(i = x4u+ 2200
1’2 =T — T3+ u2
< Zi‘g = TaU
1'4 = 21‘3 — I
hl = T2
hg = T4
\
nous avons
d$2
d.Tl — d$3
0=
d$4
—dxy + 2dxs
Ce qui nous donne
0 )
Ty =25, + 55
T , = 92
S
Toy = g7 + B3
Tyo = R

Selon l’équation (3.18), nous obtenons

Car
[7'1717 7'2,2] =0

nous pouvons obtenir 0,,b5 | = 0, et

o — (z4u + 279u) 89316%71 — (21 — 23 +u?) 8w2b§71 i
1z = —xguﬁmsb%’l Oy
N ( — (240 + 239u) 0y, b3 — (21 — 23 + u?) On, b3 ) 0
8:1:3

— 20y, b3

0 0
Y »
+@l’2 * 21 81’4
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Car
[7'1,2, 72,1] =0
[7'1,2, 72,2] =0
[7'1,1, 71,2] =0
Nous avons

8w1b%,1 = 8af3bg,1 = &vzbg,l =0

Par conséquent b3, est une constant et nous avons

0 L 0
Tlg = — —
1,2 81‘2 21 81'4
ToU + 229U
u? o
car g = ainst nous obtenons
ToU
0
[9,711] = [9,721] =0
[977_1,2] 7& O
[977—2,2] 7é O
1 0 -1 0
0 1 0 0 ‘
et finalement nous obtenons w = _63,1 1 0 b%,1 Lo g | ceau
0 —b3 0 1
Ty — X3
ey . . )
nous donne le diffémorphisme suwvant : z = ¢ =
frémorp 0= (1B, +2)as— (1B +1) 2,
Ty — bg,le

Finalement la forme normale est transformée en :

( 21 = (24 + b%jlzg + ZQ) u

22 =21+ U2

i3 =—b3 2u— (b3, +1) (24 +03,) u
24 = Z3 — b§71u2

hl = 29

hg = 2Z4+ b%7122

\

Evidemment, si nous choisissons b3, = 0, alors nous obtenons la forme sui-
vante

( 21 = 24U + 22U
22 = Z1 +U2
7;'3:—241,6
Z4 =23
hy = 2

L hy = 24

qui est de la forme normale (3.2) avec R; = 0.
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L’Exemple 3.6.4 montre qu’'un systeme avec des entrées peut étre trans-
formé en deux types des formes normales en méme temps, soit la forme
normale (3.2) avec R; = 0 ou bien la forme normale (3.2) avec R, # 0.
Mais I’exemple suivant montre que certains systemes ne peuvent pas étre
transformé en la forme avec R; = 0.

Exemple 3.6.5 Considérons l'exemple comme suit

(

fl = ($4+SB2—$%)U
L.EQ =21 — T3+ u2
j?g = T2U
j74 =x3+ 21‘11‘2 - 2.T2I3 + (21‘2 + 1) u2
hy = xy
L hy = x4
nous avons
d.ﬁlfg
dl‘l — d&?g
0 =
dl‘4

2r9dxy + (221 — 23 + 2u?) dxg + (1 — 229) d3

et nous obtenons

Tl,l = (1_21,2)81901 —2%'28;23
TLQ:2(:1:1—933+u2)8%1+8%2+2(x1—:L“3~|—u2)8%3

_ 9 . 8
T2»1 - 8(:%1 + Oz3
Tho =

dxy

Selon l’équation (3.18), nous avons

o _ 9 d
Toq =151 = _851 t 5es
Too = Tho = —32964 ) , ) ,
Tia = Tin + 03, (2) 70 = (1405, — 212) 5o- + (D5, — 222) 5

puisque [T11, To1] = 0, nous avons Oy, b3 | +0,,03 1 = 0. Et grice & [111, T2] = 0,

nous avons aussi Oy,b3, =0
Ainsi nous avons

(- (4 + 20 — 23) up, b3, — (v1 — 25+ u?) (Onyb3, —2) \ O
e _932U8x3b§,1 dxy
. ( — (x4 + 2 — 3) w0y, b}, — (w1 — 25 + u?) (0p,03, — 2) ) 0

—acgu@mbil Oxs
+a%2 + b;l%
Puisque |11, Too] = 0, nous obtenons 0,03 = 0, et 0,,05 , = 0. Ainsi
na = (5= 73+ ) (0l ~ D) g+ o
— (1= a3 0) (P~ 2) e+ B
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Comme
[7127 721] =0,

nous obtenons
2 _
aZQ b271 — 2

Par conséquent
b3, (7) = a + 2z,

ot a est constante. Finalement

0 0
7'12:——1—(a—|—2x2)—

8952 81’4
(x4 + 13 — 22) 00
2
Il est facile de montrer que [111,7T12] = 0. Car g = acuu
2
(219 + 1) u?
ainst NOus avons
[9,711] = [9,721] =0
[gaTl,Z] 7é 0
[977_2,2] 7é 0
1 0 -1 0
. 0 1 0 0 .
Ensuite, nous obtenons w = —a 0 at1l 0| ce qui nous donne
0 —a—2x 0 1
Ty — I3
X2

le diffémorphisme : z = ¢(x) = , avec lequel ce

—ary+ (a+ 1) z3
T4 — aTy — T
systeme est transformé en

.
21 = 24U + azou

2o = 21 + u?

z3 = (1 —a?%) 29 — azyu
24223+<1—CL)U2
hy = 29

hy = 24 + azo + 23

\

3.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé une nouvelle forme normale avec des
sorties multiples combinées, qui est une généralisation de la forme normale
avec des sorties multiples linéaires traitée en [102] et [158]. Premierement,
nous avons montré que la condition (3.6) n’est ni nécessaire ni suffisante.
Ensuite, apres avoir donné les conditions nécessaires et suffisantes qui garan-
tissent l'existence d'un diffémorphisme afin de transformer les systemes non
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linéaires en la forme normale possédant des sorties multiples combinées, nous
avons proposé d’établir le possible (71),,., ., non pas par la condition (3.9)
du Théoreéme 3.3.4, mais par 'équation (3.4) afin de simplifier des calculs.
Finalement, la généralisation aux systéemes non linéaires avec des entrées a
été discutée.
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Chapitre 4

Forme Normale d’Observabilité
Quadratique Dépendante de la
Sortie

4.1 Introduction

Dans le chapitre 1, nous avons donné les conditions suffisantes et nécess-
aires pour garantir I’existence d’un difféomorphisme qui transforme le systeme
(1.1) en la forme normale d’OLDS (1.2). Mais si ces conditions nécessaires
et suffisantes ne sont pas satisfaites, ce qui signifie que le systeme donné
ne peut pas étre linéarisé le long de sa sortie, alors évidemment nous de-
vons étudier s’il peut étre linéarisé le long de sa sortie au moins en ce qui
concerne les termes quadratiques. Nous appelons ceci une approximation
d’ordre supérieur en référence a I'approximation au linéaire tangent (c.-a.-
d., ordre 1). Cette méthode a été proposée initialement pour l'analyse de
la stabilité du systéme non linéaire en [132], et en [86] pour I'analyse de la
commandabilité, et pour I'analyse de 'observabilité en [28]. Le travail de ce
chapitre est le prolongement naturel du travail de [28] aux formes normales
dépendantes de la sortie. Puisque [28][167][168] ont étudié les formes nor-
males quadratiques basées seulement sur une partie linéaire mise sous forme
de Brunovsky, ici nous analyserons un cas plus général, appelé la forme nor-
male d’Observabilité Quadratique Dépendante de la Sortie (la forme nor-
male d’OQDS), qui est une forme approximée de la forme normale d’'OLDS
présentée dans le chapitre 1.

Considérons le systeme suivant :

¢=f(¢)+9(Qu

4.1

Lvohg e

ou(e DCR" ueR, f:-R" - R", g:R" - R"eth:R" —

IR sont des fonctions analytiques, et supposons que pour tous ( € D, et
rang [dh,dLh, ..., dL’]}*lh}T — n.

Si les conditions du Théoreme 1.3.2 ne sont pas vérifiées, nous supposons

73
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que le systeme (4.1) peut étre transformé en la forme suivante! :
{ i = By) + AW+’ (0) + B+ 0y (@u+ 07 (w) ()
y=0Cn
ot n € R", 7= [n,..001]",
Y @) = [ @),y @)
U= _ 1/ 1 (1T
) = W), oh )"
et pour 1 < i <mn, 73[,21.] (1) et 1951.](77) sont les fonctions de 7 au degré 2 et 1
respectivement paramétrées par y, 3(y) = [81(y), ..., Bu(y)]”, et

Bly)=1 . (4.3)

Evidemment par une injection (3(y), le systeme (4.2) est équivalent mo-
dulo une injection de sortie au systeme suivant

i = A(y)z + 7 (@) + By)u+ 9y (@)u + O (7, u) (4.4)
y=ux,=Cx
ot T = [xy,...,2,1]T.

Notre probleme est comment caractériser le fait que tous les termes qua-
dratiques peuvent étre supprimés par un difféomorphisme? Si ce genre de
difféomorphisme n’existe pas, alors quelle est la forme normale et les termes
résonnants 7

Afin de répondre a ces questions, dans la prochaine section, nous présente-
rons les équations homologiques pour garantir la transformation quadrati-
quement équivalente par difféomorphisme. Dans la section 4.3, deux formes
normales d’OQDS correspondantes respectivement a privilégier les états ou
les entrées du systeme seront discutées. Ensuite, afin de simplifier le calcul,
les nombres caractéristiques de la forme normale d’OQDS privilégiant les
états et les entrées seront présentés en utilisant des matrices symétriques
pour représenter les parties quadratiques.

!Pour le moment, nous n’avons pas encore trouvé les conditions nécessaires et suffisantes
qui garantissent cette transformation.

2Afin de résoudre le probleme d’inversion & gauche pour cette forme, B(y) doit vérifier
cette équation, ou d’autre condition comme uniforme asymptotique stabilité de la dyna-
mique des zéros.
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4.2 Equations Homologiques

Définition 4.2.1 Le systeme (4.4) est quadratiquement équivalent au systéme

P=Ay)z+3 () + Bu+ 0y (Bu+ 00z w)
y=0Cz
s’il existe un difféeomorphisme de la forme :
2=+ ¢l(2) (4.6)

qui transforme le terme quadratique 73[,2] (Z) en un autre terme quadratique

'yz[f]( ), ol (b?[f](i) = [(ﬁi}l(i'),..., Lzll(f)]T et les (;53[,2](:?) sont des polyndomes
homogénes d’ordre 2 en z.

Remarque 4.2.2 i) Comme pour la forme normale linéaire présentée au
chapitre 2, ict nous choisissons la sortie égale a x, aﬁn de ne pas modifier
la sortie, ceci signifie que le difféomorphisme z = x + gby () doit vérifier

2] (z) = 0.
Yn -

i1) 1l est a noter que ce choix n’est pas obligé. Nous pouvons aussi choisir
LQL(f) = EJL(y), c.-G.-d., une fonction de la sortie.

Proposition 4.2.3 Le systeme (4.4) est quadratiquement équivalent modulo
une injection de sortie au systéme (4.5), si et seulement si les équations
homologiques suivantes sont vérifiées :

(@) +T5(@) = Ay’ (7) +5(7) wn
W () 4 2@y y gl (g '
v'(7) + 25E0(y) = 0y (7)
ot (2] [2]
F[2]( ) = [ 6¢§x§ ) (v) %icn(?a" »(y) 0 0]

90(@) .

Preuve. Supposons que z = = + qby (7), ainsi 2 = & + —%-

Selon I'équation (4.4) et (4.5), nous avons

993 ()
o

= A) (z+¢2(@) + 72z + ¢!2(2)) + B(y)u + 91 (z)u + O (7, )

1+ [A(y)z ++2(z) + B(y)u + 9N (@)u + OF(z, )]
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Ainsi nous obtenons

20y, 06 (z 20y, ~[2/=
{ W(@) + 252 Al = A)oy(@) +37() (48)
_ Apy (T a1/ = ’
9y (@) + 252 B(y) = 0y (2)
ou
06, (3) 4
—Fa x
1 a¢£f](<z>) 0037 (z) 003 (z)
| Tom ¢ (y) - 9z, n—2 y) a—yan—l(y> 0]

= T(z) + 0§)(2)

et finalement 1’équation (4.8) devient :

[2] /= _
0y (z) + 2 @p(y) = 9 (7).

{ Ww(z) + () = Aly)ey (2) + 75 (z)

4.3 Forme normale d’OQDS

Puisque dans le systeme (4.5), il y a deux termes quadratiques : 7,[,2}(2)
et 1?,[}] (2)u, nous donnerons deux formes normales d’OQDS qui correspondent
respectivement a privilégier les états et les entrées (C.-a.-d., 7752] (Z) et 1979] (Z)u).
Evidement celles-ci sont équivalentes, et des exemples seront présentés afin
d’illustrer l'intérét de ces deux formes normales.

4.3.1 Forme normale d’OQDS privilégiant les états

Dans cette section, nous cherchons la forme normale d’OQDS en sim-
plifiant le terme quadratique :yLQ](E), que nous appelons la forme normale
d’OQDS privilégiant les états.

Théoreme 4.3.2 La forme normale d’OQDS privilégiant les états du systéme
(4.5) par Uéquivalence quadratique modulo une injection de sortie est de la
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forme suivante :

o u+ O w)

y==%&n
Preuve. Comme nous voulons %[,2} (z) = 0, la premiere équation homolo-
gique de (4.7) devient

Wh(z) + TP (z) = A(y)s? (z)
ou
2]~ 902 (2) 962 (2) g
Fy (:C) = |: y—a1<y) %aan(gﬁ 00 ] Z.

Nous définissons

ot o (T) =

Et nous obtenons

_ _ =2 | 9gl2 (z
@) = @) + £ |40

(

‘ o (4.10)
ns o0 = @)+ E [ “haa)a

| 1)1 (2) = 42 (2)

et la premiere ligne de 1’équation (4.7) nous donne

n—2

_|_
ax2+1

0@y )] 0 (4.11)

=1

L’équation (4.10) nous impose tous les <b752](:i') qui sont utilisés pour an-
nuler les termes quadratiques de 7} ]( ) a 3 (Z) respectivement. Si tous



78 CHAPITRE 2.

les fyyn( ) et gzﬁz[f]z(f) vérifient aussi I’équation (4.11), nous dirons que ce
systeme peut étre quadratiquement linéarisable. Sinon, il nous donne les
o0y, ()

0x;iq1

termes résonnants : v (z) + Z a;(y) i

Avec

(e + 2@y — gz

Y 8%1

! (Z). Supposons

Nous avons 195}” () = 191[,,”

et
Iy, (2) Zc y)i,

alors c'(y) = c'(y). Et il est impossible d’annuler d’autres composants. Ainsi
nous pouvons obtenir la forme normale (4.9).
|

Afin de mettre en évidence la méthode proposée ci-dessus, nous considérons
I’exemple suivant.

Exemple 4.3.3 Considérons le systeme suivant :

i = (23 — 2237129 + 2323) + (23 — 4232) — 27379) U0

Ty = w371 + 2303 — (x379 + 27371) U
T3 = T3xy + m?,,a:lu
Yy=2x3

(4.12)

ot y # 0. Selon 'équation (4.10), nous avons

ce qui nous donne

et nous obtenons

Ainsi les termes quadratiques résonnants sont

Dol ()
W@ + on ()5 = ot + o
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ce qui signifie que dans U'équation (4.9), hia(y) = 0, hi1(y) = 1, hao(y) = 22.
Avec ce difféomorphisme, nous avons finalement la forme normale sui-
vante

b =224 2222 4 (25 — 42221 — 224 2) u+ O (21, 29, )

Z9 = 2321 — (Zng + 223321) U+ 01[13](217 225 U) (4.13)
Z3 = 2329 + Z?,Zw + 01[13}(217 Zo, )
Y==z3

4.3.4 Forme normale d’OQDS privilégiant ’entrée

Dans cette section, nous cherchons une autre forme normale d’'OQDS en
simplifiant des termes quadratiques : 0} (2)u, dans le systeme (4.5). Une telle
forme s’appelle la forme normale d’OQDS privilégiant 'entrée.

Théoreme 4.3.5 La forme normale d’OQDS privilégiant ['entrée du systéme
(4.5) par Uéquivalence quadratique modulo une injection de sortie est de la
forme suivante :

(

n—1
) dg(y)fi@'

j>i=1

n—1

517;21 di (y)& (4.14)

+ 0 u+ O u)

\ y = gn

Preuve. Comme nous imposons ¢L2L () = 0, nous avons
] (=) — 0 (=

9, (7) =7, (7)

et si nous posons

0oy (%)

gz 4 220 (@) N 4.1
) + 22 <o (1.15)
alors nous obtenons ﬁ[yl]l(:f:) = .= ﬁg{nfl(i‘) =0.

Selon la premiére équation homologique de (4.7),

1 (2) + TP(E) = Aly)ey) () + 3, (@) (4.16)
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nous obtenons

@) =@ + £ |00

/

| A (2) + a1 (9)di () = Yo ()

CHAPITRE 2.

n—2 352] Z
) + (@) = @) + S | % (y)e]

_ _ 09y, _1(T)
@)+ sl @) =2l @)+ E [“Be D)

Grace a l'équation (4.15), le terme gzﬁ?[f] (z) peut annuler tous les termes
quadratiques de la deuxieme ligne jusqu’a la derniere ligne sauf les termes

n—1
x1 Yy, dlz;, j € [1,n], ainsi nous pouvons obtenir
i=1

n—1

> di(y)xix;

Finalement nous obtenons la forme normale (4.14). =

Afin d’illustrer la méthode proposée ci-dessus, nous considérons I’exemple

suivant.

Exemple 4.3.6 (Ezxemple 4.5.3 suite) Selon

[2]
@) + 22 )~

nous obtenons U (z) = )(z) = 22z,.

Car .
o _
%fm)xg = w379 + 2737,
o _
¢g;1(x) T3 = 4air) + 2747,
ainst ,

ba(7) =0

2 ,_

Z[/]z (Z) = 2122 + w377 + Ka(y)73

Selon [’équation homologique (4.16), nous avons

2(®) + w304 (7) = 0

512 ]1( ) = 22 — 223129 + 2323 + (%II @ 2
_ ¢) T

£L<x> x3¢y,1( ) = a3ad + 20Dy g,

[ ]

3
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Car
%[,1]3( ) + 3 [$1&32 + w327 + 52(’!/)353] =0

avec ko(y) = 0, nous pouvons annuler le terme x3, ainsi nous obtenons

312 (7) = —3 [w102 + 2327]

et
qbﬂ (T) = 2129 + 2377,

et donc
FEU(Z) + @y [2252% + 2030125 + R (y)ad] = 2203 + 2Py

st nous choisissons k1(y) = x3, alors nous pouvons aussi annuler le terme

T3, ainsi nous avons

71[/2]2( )= —ux3 [2:['3.%% + 295%3:‘11*2} + 23w

et

¢[;]1( ) = 22327 + 2257179 + 375,

Finalement nous trouvons

’Yg[/]l( ) = 2} — 2x5w120 + 2335 + [2:63.7:1 + 21’3352] 123

(1 + 2m3) r] + i)
Et nous obtenons

21 = 11 + 22373 + 20311709 + 1373
2y = Ty + T1Ty + T3T7 (4.17)
Z3 — I3

Awvec ce difféeomorphisme, nous avons la forme normale suivante

z1 = (1+223) 2 + 232,,22 + z3u + O (zl, zQ, )

2y = 2321 + (23 — 227) Z1 2z321z2 + O (21, Zo, )
Z3 = 2329 — 232120 — 2325 + 252U + Oy (21, 20, 1)
Y= z3

(4.18)

4.4 Nombres Caractéristiques

Dans cette section, nous donnerons une autre méthode qui nous permet de
déterminer systématiquement le difféomorphisme (4.6). Ici nous déterminons
la classe d’équivalence quadratique d’observabilité d'un systeme sans avoir
a résoudre formellement les équations homologiques (4.7). Pour cela, nous
introduirons ce que nous appelons les matrices caractéristiques.
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4.4.1 Nombres caractéristiques pour la forme normale
d’OQDS privilégiant les états

Afin de simplifier I’équation (4.7), nous supposons :

o (z) = 2T, x,

et ) } A

11 (Y) z1,1171 (y) 0

¢y,z‘ = ; E )
?ln—l (y) :1—1,n—1 (y) 0
0 0 0
Y1 (v) :Yi,nfl (y) 0

:)/ I = ~3 ~3 ?
! Y1,n—1 (y) Yn—1,n—1 (y) 0
0 0 0
Y11 (¥) ’Yi,nfl (y) 0

Ty = i i

! Y1,n—1 (y) Yn—1,n—1 (y) 0
0 0 0

\

Nous obtenons

ot T (z) = 27T,z et

Fy,z = AT(y)¢y,¢ + ¢y ZA(Z/);
ou
0 0 0 0
a1 (y) 0 0 0
Aly) == ;
0 an—o(y) 0 0
0 0 00
Posons

A(y)oPN(z) == 2"y,

pour tous z, ’équation homologique (4.7) peut étre décrite comme suit :

:L‘Tvyx + xTFym = ngz_ﬁyx + xTﬁyx

Et nous avons -
Yy + Ty =y + 3y (4.19)

si 7, = 0, nous pouvons annuler tous les termes quadratique du systéme
(4.4).
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Car

si '7?[,2] = 0, alors

Yy Py, Py.1 0

%T’Q n flT(y) <Z5g:;,2 n ¢g:;,2 fl(y) _ Oél(y')%,l

Vyon Py, Dyon 1Y) Pyn—1
nous avons

{ Yyn T AT(y)¢y,1 + ¢g,1A<y) =0 3
Oéi(y)(z)y,i = Vypipr T+ AT(y)¢y:i+1 + ¢y,¢+1A<y)u

pour 1 <7< n—1.
Finalement par récurrence, nous avons

woi | 2 O (ATW) 7 Yy A W)

by, = Z =

k
k=0 H Qjym
m=0

pour 1 <i:<n—1,ou C']’»C signifie le coefficient combinatoire.
Avec ce difféomorphisme, d’apres 1’égalité ci-dessous :

2= B
o (z) + 22 @y g
8131
nous avons
1 — qll
ol (z) = 0 (z)
Supposons
n—1
ﬁﬂngqw%
]:
_ n—1
I (8) = X G W)z,
=
alors

En raison de

83

(4.20)
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et supposons

n—1
Iy (7) = % )
e
Uy, (T) = E;(y)x]
j=1

&ly) = ci(y) + 2b(y)¢4 ; (v),
{ &(y) = E(y) (4.21)

pour 1 <i4,7 <n—1.

Définition 4.4.2 Nous définissons la matrice caractéristique pour le systéme
(4.4) comme suit :

My =y, + A" (y)by,, + &y, Ay) (4.22)
et
e (y) cna(y) 0
C, = L : : (4.23)
& (y) ay(y) 0

ou M, et C, sont en fonction seulement de y.

Théoreme 4.4.3 La forme normale d’OQDS privilégiant les états du systéme
(4.5) est comme suit :

(

My
| 0 -
E=AWe+e | | |+ BOu+Cgut OF € (4.24)
0
L y:ﬁn

ou M, est défini en (4.22).
Remarque 4.4.4 i) M,(i,j) dans l’équation (4.24) dépend des coefficients

hij(y) de Uéquation (4.9) comme suit :

{ My(l,j) = My(]ﬂ) - %hzj(y>7 [ <j
M,y (i, 1) = hii(y)

ii) 1l y a 3n(n — 1)/2 nombres caractéristique.
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Exemple 4.4.5 (Exemple 4.3.3 suite) Selon [’équation (4.20) nous avons

¢y73 - O’Y
_ v3
Pyro = amfyy = 0
0O 0 0
¢y,1 = a;17y,2 = 0 z3 0
0O 0 O

nous obtenons )
21 =T + T3Tsy
Z9 = X9
23 = X3

Et les nombres caractéristiques pour ce systeme sont

oo =
QJHI\DO
o oo

My = Yy, T AT(y)gbyd + ¢y,1/_1(y) =

o

Ainsinous avons My(1,1) = hy1(y), M,(1,2) = My(2,1) = hi2(y), M,(2,2) =
haa ().

Grace a l'équation (4.21), nous avons

ci(y) = —4a3, &5(y) = —2u3
ci(y) = —223,65(y) = —a3
ciy) =23,6(y) =0
ce qui signifie
—422 =223 0
C,=1| —2253 —a3 0
3 0 0
Finalement nous obtenons la méme forme normale privilégiant les états
que (4.13) :
B =224 2222 4 (25 — 42221 — 228 29) u+ O (21, 29, w)
b = 2321 — (22321 + 2320) u 4 O (21, 29, )

2:’3 — 2329 -+ z%zlu + 0383](21, 29, u)
Y = z3

4.4.6 Nombres caractéristiques pour la forme normale
d’0OQDS privilégiant I’entrée

Afin de simplifier ’équation (4.7), nous supposons que

n—1

o (z) = X G W,
]:

_ n—1

Oy (2) = 3 & (y)a;,
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et
&(y) = ¢j(y)
Comme -
. 09y (Z) e
1 y _ 3l
@)+ =5 () = 9 (@)
et ‘ ‘
1 () i1 (y) 0
o2 (2) = " o 7,
! Il,n—l (y) ¢:’L—1,n—1 (y) 0
0 0 0
sl nous posons
; c;(y)
1,5 (y) = _22(?/)
nous obtenons 15511(57) =..= ﬁ?[},]nfl(a’c) = 0.

Ensuite, nous avons -
Y+ Ty =0y +

et nous pouvons obtenir

{ Vya T A(y)(by,l + Qby,r’zl(y) = Vya B
Vyiir + (W) Py = Vyin + AT(y)¢y,i+1 + ¢y AlY)

pour 1 <i<n—1.

Définissons
Till (y) - Tzi,nfl (y) 0
Ty”_ _ i : i : :
Tl,n—l (y) e Tn—l,n—l (y) 0
0 - 0 0

n—1—i Zk: [C]k (AT(y))kij |:7?J,i+k+1 - :Yy,i+k+1} /_U(y)]

k
k=0 H ai+m
m=0
et
Tzﬁ (y) T Ti,n—l (y) 0
Y,, = . : B . : :
Tl,n—l (y) T Tn—l,n—l (y) 0
0 .. 0 0

(4.25)

(4.26)

(4.27)
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A cause de ‘
; G

i,j €[1l,n—1]
si nous posons
G () =T (y) i€ Lin—1], Is€[2n—1]

nous avons 7, = 0,7 € [2,n], I,s € [2,n — 1],
Ainsi, nous obtenons le difféfomorphisme suivant

i i (y)
¢y-: 1,j<y):_. (Z)7 [1 n_l]
) L W) =T (y),ieln=1], Is€[2,n—1]

Car nous avons 4/, = 0,7 € [2,n], I,s € [2,n — 1], alors 7{ ;,7 € [2,n],j €
[1,n — 1] peut étre déterminer par I’équation suivante :

i Cj i
1,5 (y) = _T() = Tl,j (y)
et nous notons
- - Vg i=1
Myk(l,]):Myk(j,Z): 07i7é1 n ) (428)

pour 1 <j<n-—-1let2<k<n.
Finalement car

Yy, T A(y)gby,l + (bya[l(y) = 5/2,!,1

nous pouvons définir

My,l (ZM]) = My,1 (]7 l) = /?i{jv i < j (429)

Théoreme 4.4.7 La forme normale d’OQDS privilégiant ’entrée du systéme
(4.5) est comme suit :

(

M, X
. T M,, o
) §=AW)E+¢ [ E+ Byu+ 0 u+ Oy (&, u)
’ n—1
o, LA
Yy = gn

ou ¢} et M, sont définis par les équations (4.25), (4.28) et (4.29).

Remarque 4.4.8 Le nombre des coefficients libres est 3n(n —1)/2.
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Exemple 4.4.9 (Ezemple 4.3.3 suite) Selon

T

cj(y) = ¢ (y)
ainsi nous obtenons c:(y) = x3 et c3(y) = 0. Ensuite, nous avons
(y) = —4a3, cy(y) = —223

c
{ ci(y) = —223,c(y) = —=3
avec b(y) = x3.
A partir de léquation (4.27), nous pouvons obtenir

N ==

T, = i =
B . _ 0 0 O
Ty,l — 'Y;é;_,lz + A (y)'YlvgizzyysA(y) — 0 T3 0
0 0 0
a1nst NOUS AVONSs
( 2z3 13 0
or1(y)=| 23 23 0
| 0 0 0
T3 % 0
¢2 (y) = % 0 0
| 0 00
[ #3(y) =0
Et Uéquation (4.26) nous donne
( Ty,z _ 'Yy,s(;jy»g — 7_%_,23 )
T Yo Ve + AT(y)[7yy3*&y,g]JF['Yy,g*:Yyys]A(y)
yi1 a1 Y ~2 %R %}
T3 T3
\ 0 0 0
Parce que '
(W) ;
7 — _J =Tt .
1,9 (y) Qb(y) 1,9 (y)

nous pouvons obtenir

De méme

et nous avons ) .
{ ¢1,1 =23 = Tl,l (y)
Qﬁ,z = 37% = T%,z (y)
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ainsi nous pouvons obtenir

4

2 2

{ Vi1 = T3 — 23

~2
M2 = —T3

Et finalement, puisque

i . 14228 0 0
Yya + A(y)¢y,1 + ¢y,1A(y) = ”?y,l = 0 :L'% 0
0 0 O

Cela nous donne
’711,1 =1+ 2z
%1,2 =0
7%,2 = x%

ce qui nous permet de calculer les matrices M, suivantes :

( 1+2z3 0 0
M,, = 0 i 0 |,
0 0 0
x3—2x5 —a3 0
M,, = —i 0 0|,
0 0 0
—x3 —lzy 0
My, =| —tzs 0 0
k 0 0 0

ce qui nous conduit & la méme forme normale privilégiant [’entrée que (4.18)
sutvante :

2= (1+223) 2 + 2223 + z3u + Og)’](zl7 29, 1)

Zo = 2321 + (23 — 222) 28 — 2252120 + OLS](zl, 29, U)
23 — Z3Z9 — 232129 — 2’%2% + Zngu + 03[/3](21, 29, u)
Y= z3

4.5 Conclusion

Ce chapitre a été consacré a la recherche de la forme normale d’OQDS.
Tout d’abord, deux équations homologiques ont été données pour garan-
tir ’équivalence de la transformation quadratique. Puisque dans le systeme
étudié, il y a deux termes quadratiques, ainsi nous avons étudié deux formes
normales d’OQDS qui correspondent respectivement a privilégier les états et
I’entrée, mais elles sont équivalentes. Afin de simplifier le calcul, alors nous
avons proposé d’employer la matrice caractéristique des termes quadratiques
pour les deux formes normales d’OQDS. Il est a noter que toutes les études
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ci-dessus sont basées sur I’hypothese que le systéeme original est linéairement
observable par rapport a la sortie. En cryptographie, nous chercherons a al-
ler plus loin (c.-a.-d, partie linéairement inobservable) afin d’augmenter la
sécurité.



Deuxieme partie

Partie Pratique : Transmission
Chaotique
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Chapitre 5

Chaos, Communication et
Forme Normale

5.1 Introduction

La transmission chaotique de données a été a 'orgine de la transmission
de données et a attiré beaucoup d’attention, particulierement apres le travail
exceptionnel de Carroll et de Pecora sur la synchronisation de deux systemes
chaotiques [122]. Bien que I’étude d’appliquer le chaos dans la transmission
de données soit plus récente que celle de la transmission traditionnelle, telle
que les algorithmes DES, RSA et ainsi de suite [151], le chaos possede plu-
sieurs propriétés qui sont tres intéressantes pour la transmission. Dans ce
chapitre, nous discuterons d’abord des principaux et avantages de I’approche
par transmission chaotique. De plus, comme la plupart des approches de la
transmission chaotique sont basées sur la synchronisation du chaos, nous rap-
pellerons les techniques de synchronisation les plus populaires utilisées dans
des schémas de transmission chaotique. Apres cela, nous donnerons une vue
d’ensemble des principaux schémas de transmission chaotique. Puisque la
majeure partie des schémas de transmission chaotique proposée se concentre
seulement sur le systeme mono-entrée mono-sortie, il existe un inconvénient
majeur quand nous le généralisons au cas avec des entrées multiples et des
sorties multiples, ceci sera discuté dans la section 5.6. Afin de surmonter cet
inconvénient, nous proposerons un nouveau schéma de transmission chao-
tique avec des entrées multiples, et un exemple sera donné afin de souligner
I’applicabilité de la méthode proposée.

5.2 Chaos et Transmission

5.2.1 Avantages du chaos

En premiere approche, les systemes chaotiques sont des systemes dyna-
miques qui évoluent dans une région bornée, qui possede une trajectoire
partout dense dans cette région, qui sont tres sensibles aux conditions ini-
tiales [1, 33, 32, 41] : deux conditions initiales trés proches conduisent &

93
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deux trajectoires qui s’éloignent rapidement l'une de 'autre [78, 115, 147,
150]. Les propriétés nous permettent théoriquement de générer un nombre
infini de signaux chaotiques non corrélés d’'un méme systeme en utilisant
différentes valeurs initiales. Ceci peut étre employé pour générer des séries
de nombres pseudo-aléatoires. Cette série est tres utile dans certains crypto
systémes traditionnels ou dans le protocole de TCP/IP [45],[10]. Une autre
application de cette propriété est de produire des séquences chaotiques [77],
[76] pour remplacer les séquences étalées conventionnelles (telles que des m-
séquences ou des séquences d’or [127] utilisées dans les systémes de spectre
étalé par séquence directe. Ensuite, il est a noter qu’en raison de leur pro-
priété aléatoire, les signaux chaotiques ont des fonctions d’autocorrélation
tres étroites et des spectres de puissance a large bande proche du bruit blanc.
Ainsi, la corrélation croisée de signaux chaotiques a une valeur tres petite.
Puisque le systeme chaotique a une trajectoire non périodique et est sensible
aux conditions et aux parametres initiaux, logiquement il peut aussi étre
employé pour crypter des messages.

Dans les systemes de transmission conventionnels, des signaux sinusoidaux
sont employés comme signaux porteurs, ce qui offrent une efficacité excellente
dans une large bande. Cependant, la puissance transmise est concentrée dans
une bande étroite, entrainant une densité spectrale de puissance élevée. Les
problemes principaux avec cette caractéristique sont : 'atténuation élevée
dans une bande de fréquence étroite ce qui peut mener a la perte de syn-
chronisation, des niveaux élevés d’interférence avec d’autres utilisateurs du
réseau, les possibilités élevées d’interception, etc. Au contraire, les signaux
chaotiques sont habituellement identifiés comme du bruit et ont des bandes
larges, ainsi ils peuvent étre utilisés pour étaler 'information originale a
bande étroite. Ainsi, en utilisant les signaux chaotiques pour crypter 'infor-
mation, les signaux résultants sont des signaux de spectre écarté ayant une
bande plus grande et des densités spectrales de puissance inférieure a des
solutions usuelles [111].

5.2.2 Technique de Démodulation

Du point de vue de la transmission, il existe la technique de démodulation
cohérente et la technique de démodulation non cohérente pour récupérer
le signal transmis [92]. Dans une démodulation non cohérente, le récepteur
ne connait pas (et n’essaie pas d’estimer) la forme d’onde transmise. Au
lieu de cela, il emploie des attributs statistiques du signal transmis afin de
décider des propriétés du signal émis, par exemple, la variance, I'espérance
et beaucoup d’autres propriétés statistiques. L’avantage principal d’employer
des méthodes non cohérentes est que le récepteur n’a pas a étre synchro-
nisé avec 1’émetteur. De plus, les récepteurs non cohérents sont souvent
plus simples que leurs homologues cohérents. L’inconvénient en employant
la démodulation non cohérente est que certaines propriétés statistiques du
signal transmis peuvent permettre a une récepteur non autorisé de décoder le
message sans aucune connaissance de la dynamique du secrete de I'émetteur.
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Par conséquent les schémas de transmission chaotique de données qui per-
mettent la démodulation non cohérente ne sont pas tres stires d’un point
de vue du chiffrage. Mais ils sont tres utiles dans un environnement ou la
synchronisation entre ’émetteur et le récepteur est difficile.

La démodulation cohérente implique que la forme d’onde transmise est
connue par ce récepteur mais il peut aussi étre corrélé par du bruit, pour
maximiser le SNR (signal to noise ratio). Pour le signal transmis qui est mo-
dulé, la démodulation cohérente exige la récupération de I'amplitude et de
la phase du signal. Ceci peut étre fait en employant une PLL (Phase Lock
Loop) qui récupere la phase du signal, et un AGC (Automatic Gain Control)
qui normalise I'amplitude du signal recu. Dans le cas de la transmission chao-
tique, la connaissance de I’état de ’émetteur implique la connaissance de la
forme d’onde transmise. Par conséquent, la synchronisation entre I’émetteur
et le récepteur permet au récepteur de reconstruire la forme d’onde transmise
et d’employer des techniques de détections cohérentes.

Il y avait plusieurs schémas de transmission chaotique en employant le
chaos pour le cryptage et ces majeurs schémas sont basés sur la synchroni-
sation du chaos. Dans un premier temps, les phénomenes de synchronisation
de systeme chaotique seront revus.

5.3 Synchronisation

Le role de la synchronisation est d’essayer a estimer certains des états du
systeme dynamique ou parfois des entrées inconnues. Ici cinq types princi-
paux de synchronisations seront présentés. Il est a noter que méme ces cing
types de synchronisations ne sont pas totalement séparables, et bien sure
qu'’il existe d’autres types de synchronisations [118] [123] [128][143].

5.3.1 Synchronisation basée sur la partition du systéeme

La premiere approche de la synchronisation chaotique a été proposée par
Pecora et Carrol en [122], et elle est basée sur la partition du systeme.
Donnons un systeme chaotique de dimension n > 3 suivant :

T = f(x), (5.1)

et supposons qu’il peut étre divisé en deux sous systemes :

ir = fr(zr)

) (5.2)
&1 = fr(Tr, r)

ouxzg € R" zp € R" ,nr + ny = n. Le premier sous systeme s’appelle le

systeme conducteur, et le second est appelé le systeme de réponse. Ensuite,

nous pouvons encore diviser le sous systeme conducteur de (5.2) en deux

autres sous systemes comme suit :

{ TR, = le (le,IR2)
I'Rz = fRz ($R1,xR2) (53)
it = fr(Tgr, T7)
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La synchronisation du systeme (5.1) est basé sur la stabilité du sous
systeme de réponse (5.3), qui ne peut pas étre déterminée de maniere globale
par la stabilité de sa matrice Jacobinne : Jy,, car celle ci dépend évidemment
de I'état! 2. Ainsi le comportement de ce sous systéme dépend de I’exposant
de Lyapunov du systeme (5.3), qui s’appelle I'exposant exponentiel condi-
tionnel . En [121], il est prouvé que, si tous les exposants sont négatifs, la
stabilité asymptotique du sous systeme de réponse peut étre garantie. Mais
les évidences sont trouvées que dexu systemes chaotiques couplés avec les
exposants exponentiels conditionnels negatifs peuvent désynchroniser [156].

5.3.2 Synchronisation par la boucle fermée

Une autre technologie de la synchronisation est basée sur la boucle fermée
qui peut étre illustrée en figure 5.1 o1 nous employons ’erreur entre I’émetteur
et le récepteur pour corriger le comportement du récepteur afin de réaliser la
synchronisation.

Supposons que l'émetteur s’écrit comme suit :

fitt 54

et que le récepteur peut étre décrit comme suit

b= f(&)+g(y—19)
{ioi o9

Sy K

ou ¢ est une fonction de 'erreur entre y et 7, et que cette fonction est choi-
sie afin de garantir la synchronisation entre I’émetteur et le récepteur. En
fait, ce genre de récepteur peut étre considéré comme la conception dun
observateur. Celle-ci sera présentée dans la section suivante. Ensuite, nous
pouvons également appliquer quelques stratégies adaptatives quand nous em-
ployons l'erreur entre I'émetteur et le récepteur pour piloter le récepteur
[31, 82, 36, 40, 100, 157].

1 faudrait faire attention au fait que la conjecture d’Aizerman n’est pas vraie [73][85].
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5.3.3 Synchronisation a ’aide d’observateur

La synchronisation peut également étre réalisée en employant un obser-
vateur [116][114]. L’observateur est une méthode typique afin d’estimer les
états inconnus d’un systeme dynamique qui ne peuvent pas étre mesurés
directement : soit inaccessible, soit pas économique.

Considérons I’émetteur comme suit :

{¢=f(w)=Ax+f($)
y=nh(x)=Cx

et un d’observateurs possibles peut étre concu de la facon suivante :

{i:f(@):A@+f(i)+K(y—?J)
g=h(z)=Ck

En définissant e = x — &, nous pouvons obtenir
e=(A-—KC)e+ f(z)— f(2) (5.6)

Dans ce cas, le probleme de la synchronisation devient celui de la stabilité
au voisinage du point fixe : 0, du systeme (5.6). Si la fonction : f(z) vérifie
la condition Lipschitz, et si nous pouvons trouver un gain approprié¢ : K
afin de garantir la stabilité du systeme (5.6), alors la synchronisation entre
I’émetteur et le récepteur peut étre réalisée.

Cette approche peut également étre regardée comme un type de synchro-
nisation par la boucle fermée puisque le récepteur est conduit également par
Ierreur des signaux de sortie de ’émetteur et du récepteur. Il est a noter que
I’observateur discuté ci-dessus est un des types d’observateurs, appelé 1’ob-
servateur grand gain. D’autres observateur ont été proposés dans différents
buts, comme : I'observateur adaptatif pour ’évaluation les états et les pa-
rametres du systeme dynamique [165][166][17], 'observateur dead-beat pour
les systemes en temps discret [2], I'observateur a mode glissant basé sur la
théorie des systemes a structure variable [60] [110][125], et bien d’autres.

5.3.4 Synchronisation par l’inversion du systeme

Jusqu’a présent, toutes les approches mentionnées ont dans le but de
synchroniser seulement les états du systeme, et elles ne concernent pas la
synchronisation (ou plus exactement l’estimation) des entrées inconnues du
systeme. Cependant, la possibilité d’estimer les entrées inconnues est évide-
mment essentielle a la transmission chaotique de données puisque l’entrée
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inconnue est généralement le message confidentiel. Naturellement, il existe
également certains observateurs a entrée inconnue qui permettent d’accom-
plir Pestimation de ces dernieres [37, 54, 38, 67, 113].

Une autre méthode proposée est basée sur la solubilité du probleme d’in-
version a gauche afin d’achever les synchronisations des états et entrées in-
connues du systéme [49]. Celle-ci peut étre décrite en figure 5.2, ou I’émetteur
peut étre écrit de la fagon suivante :

{ &= f(r)+g(r)u
y=h(z)

ouz € R" est le vecteur des états du systeme, u € IR™ est le vecteur des
entrées inconnues, f,: R" - R", g : R" - R™™ h:R" — R? sont des
vecteurs des fonctions analytiques.

Pour le récepteur, son vecteur d’entrée est le vecteur de sortie de I’émetteur.
Nous essayons de concevoir un récepteur tel que son vecteur de sortie conver-
gera au moins asymptotiquement vers le vecteur d’entrée de I’émetteur. Ce
probleme s’appelle 'inversion & gauche du systeme?.

Il est & noter que I'inversion du systeme exige des conditions additionnelles
par rapport au probleme d’observabilité, telles que le degré relatif [80][125].
Ceci sera discuté dans la section suivante. Ensuite, pour la conception du
récepteur, nous pouvons construire un observateur, dans lequel nous pouvons
appliquer des stratégies adaptatives, autrement dit cette approche est aussi
reliée aux autres approches.

5.3.5 Synchronisation impulsive

Dans un schéma de transmission usuel, un des états du systeme dyna-
mique est transmis afin de réaliser la synchronisation par le récepteur. Dans
le but de réduire la redondance du signal transmis, c.-a-d., envoyer le signal
minimum possible, la synchronisation impulsive (ce concept est analogue &
la synchronisation échantillonnée) a été proposée en [163].

Dans cette approche, en raison de 'introduction d’un opérateur de Dirac,
le probleme de synchronisation entre I'émetteur et le récepteur devient celui

2Ici nous appellons probleme de I'inversion & gauche, le probleme d’estimer les entrées
inconnues mais aussi la totalité de 1’état.
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de stabiliser un systeme impulsionnel, ce probleme est exhaustivement discuté
en [163]. Et certains schémas basés sur cette approche peuvent étre trouvés
en [93] [81][118].

A Texception de ce type de synchronisations evoqué ci-dessus, quelques
autres types de synchronisations des systemes chaotiques ont également été
étudiées, telles que la synchronisation généralisée [98] [141], la synchronisa-
tion de phase [139] et bien d’autres.

5.4 Transmission basée sur la synchronisation
de systeme chaotique

La plupart des approches de synchronisation discutées précédemment
peuvent étre directement appliquées dans la transmission de données, ainsi
ici nous rappellerons trois schémas principaux : I'addition chaotique, la com-
mutation chaotique et la modulation chaotique, et leurs versions étendues.

5.4.1 L’addition chaotique

Le schéma par addition chaotique a été proposé en [99][122] afin d’appli-
quer le chaos dans la transmission de données (la figure 5.4).

Avec cette méthode, le message confidentiel est additionné a un signal
chaotique (la sortie d'un systéme chaotique), et le signal résultant est envoyé
au récepteur pour la synchronisation. En conséquence, apres la synchronisa-
tion, le message confidentiel peut étre récupéré par une simple opération de
soustraction entre la sortie du récepteur et le signal émis sur le canal public.
Il est a noter que, dans ce schéma, 'attracteur étrange du systeme chaotique
n’est pas modifié par le message confidentiel, mais dans les deux schémas
suivants, nous verrons que les attracteurs étranges modifiés par des messages
confidentiels.
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5.4.2 La commutation chaotique

Un autre schéma de transmission chaotique de données est la commu-
tation chaotique (CSK : Chaotique Switch Keying) [119], qui exige que le
message soit binaire, et elle s’insipre de la modulation a saut de fréquence
(SFK). Le diagramme de cette approche est illustré en figure 5.5, ou une
opération de commutation est employée selon la valeur du message binaire :
Si sa valeur est 0, le systeme chaotique f est choisi et le signal de sortie
est transmis, sinon la sortie du systeme chaotique g est transmis. Dans ce
sens, le message binaire commute 1’émetteur entre deux attracteurs étranges
correspondants a deux systemes chaotiques.

Du coté du récepteur, il y a deux sous systémes chaotiques f’ et ¢’ qui
correspondent respectivement a f et g. Supposons que le canal est parfait, et
que le signal transmis est 0, alors le sous systéme f’ se synchronisera avec le
systeme chaotique f, mais le sous systeme ¢’ ne pourra pas étre synchronisé.
Selon les erreurs de synchronisation de (f’, f) et (¢, f), le signal peut étre
récupéré avec succes.

Il est & noter que la méthode CSK est basée sur la démodulation cohérente.
Une modification de la méthode CSK pour la démodulation non cohérent a
été également proposée en distinguant 1’énergie de bit de deux systemes chao-
tiques. Parfois, seulement un systeme chaotique est employé pour générer
deux différentes énergies de bit, par exemple par amplificateur, ou par en re-
tard, la méthode s’appelle alors DCSK (Differential CSK) [96], et FM-DCSK
(Frequent Modulation DCSK) [97]

5.4.3 La modulation chaotique

Une autre idée utilise le message pour modifier directement 'attracteur
étrange du systeme chaotique. Ces méthodes s’appellent la modulation chao-
tique, et elle peut se décomposer en deux types de méthodes : la modula-
tion chaotique de parametre [161], celle-ci modifie le paramétre du systéme
chaotique, et la modulation chaotique d’état [155], qui modifie 1'état du
systeme chaotique. Mais ces deux méthodes font bouger directement 1’at-
tracteur étrange du systeme (figure 5.6).
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Pour le récepteur, afin de synchroniser I’émetteur, nous pouvons employer
la technique de la synchronisation par le controle en boucle fermé, ou la
synchronisation par l'observateur, de méme la synchronisation par inversion
a gauche du systeme si I’émetteur est inversible.

Evidemment, il existe bien d’autres types de synchronisations chaotiques
qui sont pour la plupart de combinaisons des techniques cités ci-dessus, citons
[162][93][81][123].

5.5 Analyse de la sécurité du systeme chao-
tique

En général, un systeme chaotique peut étre écrit de la fagon suivante :

otz eR™ peR” f:R™— R" est analytique. L’émetteur basé sur ce
systeme chaotique peut étre écrit sous la forme générale ci-dessous

y=h(x) '
ottp € R* u € R? représente les informations de l'utilisateurs et du message
respectivement.
Considérons les formes normales que nous avons étudiées dans les cha-
pitres précédents comme suit :

: 720 oy, = /= 3 -

E=Byp)+AW.p) 2+by.p)ut fi ) (D) +70, D utOl (z.u) (5.8)
ou y représente la sortie, p représente le vecteur des parametres ( Une partie
de p peut étre considérée comme la clé privée), u représente l’entrée inconnue
(elle peut étre considérée comme le message a crypter).

Remarque 5.5.1 i) Si f([j],p) (2) + gap) (2)u + Ogm) (z,u) = 0, alors le

systéme (5.8) est en la forme normale d’OLDS discutée dans le Chapitre
1.
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ii) Si f([ip) (2)—1—@&{7}) (2) u—i—OFj’p) (z,u) # 0, et st A(y,p) est linéairement
observable, alors le systeme (5.8) est en la forme normale d’OQDS présentée

dans le Chapitre 4.4.

Le probleme de la transformation du systeme (5.7) (C’est a dire I’émetteur
de la transmission chaotique) en la forme normale (5.8) a été exhaustivement
étudié dans les chapitres 1 et 4. Puisque les formes normales étudiées dans les
chapitres précédents sont écrites en fonction de la sortie avec I’entrée inconnue
du systeme, il est logique de penser que le systeme chaotique transformé
sous sa forme normale est plus facile a étudier et analyser que sur sa forme
d’origine, comme cela a été mis en évidence en [22] pour les formes normales
non paramétrées par les sorties.

5.6 Analyse du systeme de transmission chao-
tique mono-entrée

La plupart des méthodes basées sur le chaos pour la transmission chao-
tique ne possedent pas structurellement des entrées multiples car un systeme
de transmission chaotique mono-entrée peut étre facilement adapté au cas
avec des entrées multiples par des technologies de composition (telles que
multiplexage temporel, modulation de fréquence, et ainsi de suite) (voir la
figure 5.7). C’est un moyen trés pratique et économique. Malheureusement
I'inconvénient de ce genre de schéma est que toutes entrées partagent le méme
risque d’étre cassé. En fait, certains des systémes de transmission chaotique
proposés ont déja été cassés [124], [144], [164].

La question est alors comment disperser le risque ? Une solution intuitive
est de ne pas employer la composition pour combiner des entrées multiples.
Sous cette considération, nous proposons un nouveau schéma, dans lequel
pour I’émetteur la composition est employée pour combiner des sorties mul-
tiples de ’émetteur, ceci uniquement dans le but de n’utiliser qu’un canal.
Mais le cryptage et décryptage se fait sur des systemes avec des entrées mul-
tiples et des sorties multiples. Pour le récepteur, une approche basée sur
I'observateur pour résoudre le probleme d’inversion a gauche est appliquée.
Ce schéma peut donc étre considéré comme une version étendue aux systemes
avec des sorties multiples et des entrées multiples proposée en [49].

Selon ce schéma, des entrées multiples possedent des risques différents a
casser, c.-a-d., méme si le message My, dans la figure 5.8, par exemple, a
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été cassé, les autres restent toujours sécurisés. Cependant, un des problemes
principaux pour ce schéma est qu’il est impossible d’établir un émetteur qui
contient un large nombre d’utilisateurs. Une solution est de diviser les utili-
sateurs en plusieurs groupes selon différentes conditions ou niveaux urgents.
Dans ce cas, différents groupes (My1, Myo,..., My, voir la figure 5.8) ont
différents degrés de sécurité, et tous les utilisateurs dans le méme groupe par-
tagent la méme possibilité a retrouver les entrées parce qu’ils ont la méme
combinaison des entrées. Cette idée est similaire au concept QoS (Quality of
Service) dans les réseaux.

En conséquence, notre probleme a traiter est : Soit un systeme chaotique,
est-il possible d’établir un systeme de transmission chaotique avec des entrées
multiples [172][173] ?

Ce probleme puis sera résolu dans le cadre de la commande non linéaire.
Et un systeme de transmission basé sur la synchronisation chaotique sera
construit afin d’illustrer la méthode proposée.

5.7 Systeme de transmission chaotique avec
des entrées multiples

Considérons le systeme chaotique de dimension n > 3, qui peut étre
représenté en une forme plus générale de la fagon suivante :

&= f(z,p) (5.9)

ott z € R™ est le vecteur des états, p € IR* représente le vecteur des pa-
ramétres et f: R™ x R* — IR™ est un vecteur des fonctions analytiques.

Avec le systeme (5.9), le but est d’établir un systeme de transmission avec
des entrées multiples qui peut étre décrit de la forme suivante :

&= f(z,p) + f}lgi (z,p) w;

)

y=[hi (@), by (2)]"

ou x, p, et f ont été définis dans I’équation (5.9). y € R? est le vecteur des
sorties et u € IR™ représente 'information confidentielle a transmettre. Les
champs de vecteurs ¢; = [gi1, ..., Gim)" et b = [h1,...,h,)T sont supposés
suffisamment lisses et de dimension approprié. Sans perte de généralité, nous
supposons que, pour tous x, la distribution span {gi,...,gn} et sa codistri-
bution span {dh,...,dh,} sont non singulieres. De plus nous ne traiterons
que le cas m < p.

(5.10)
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Définition 5.7.1 Le degré relatif p du systeme (5.10) est défini par p =
{p1, s pp}, 0t p; = min{s tel que Lgijflhi #0pourk=1:m},i=1:p.

Définition 5.7.2 [80] Le systéme (5.10), dans le cas : p = m, posséde un
degré relatif fort {ry,...,rm} au point xg, si

i) ngL’]ihi =0, pour tous 1 < j3<m,1 <1 <m,k <r;—1, pour tous x
au voisinage du X,

ii) la m X m matrice

Ly L7 ha(x) - Ly, LY ()
[(z) = : :
Lo L Yhy(z) -+ Lo, L7 ()
est non singuliére en x = xy.

Si le systeme (5.10) a un nombre de sorties égal a celui d’entrée, alors la
condition d’OMC (Observability Matching Condition) proposée en [125] est
équivalente au théoreme suivant.

Théoréme 5.7.3 Si le systeme (5.10) posséde un degré relatif fort r = ry +
...+ 1y, =mn, tous les états et les entrées inconnues peuvent étre localement
TECUPETES.

En [80], les conditions suffisantes et nécessaires qui garantissent I'existence
des sorties (et comment elles peuvent étre calculées), telles que le degré relatif
fort du systeme soit » = n, ont été données. A partir de cela, un systeme de
transmission chaotique avec des entrées mulitples peut étre facilement établi.
Cependant, cette méthode ne contient pas une complexité de calcule élevée
pour le cryptage car r = n. Ainsi afin d’augmenter la sécurité, la complexité
est augmentée en choisissant des sorties telles que r = zp: pi < n. Meéme dans
ce cas, nous allons montrer qu’il est possible de reconst;u}re tous les messages
inconnues, a la condition que ce systeme satisfasse certaines conditions.

Rappelons I'algorithme d’inversion a gauche proposé en [4]. Nous suppo-
sons que p > m, et que le systeme (5.10) possede un vecteur de degré relatif
p=A{p1,...,pp}. Il est & noter que, dans ce chapitre nous ne considérons pas
le cas du degré relatif infini. Définissons les ensembles suivants qui seront
utilisés dans la suite :

— & est la codistribution engendrée par les dérivées des sorties mesurées

et qui ne sont pas affectées par les entrées :

® = span{dhy, ..., dL} " hy, ..., dL " h,}
— 2 est une base de @ :
r—1 rp—1
Q = {dhy, o dLy Tha, e dhy, . dLy hy}
et £ est la distribution correspondante :

£ = span{hy, ..., L;l_lhl, Y L;pﬁlhp}

p
our=dimQ = > r;.
i=1
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~ Q¢ est le module engendré par Q sur £, et QL est le sous module
engendré par

{dhy, .y AL} *ha, ooy dhy, oo AL 2Ry}

sur £ ol Ly'h; = 0 et LSh; = h;.

— G est la plus petite distribution involutive qui contient { g1 (), ..., gm(x) }.
Posons k = dimG, m < k <n.

— G* est 'annihilateur de G :
G+ = span{ay, ..., ,_1}, ol ; sont les 1-formes telles que, pour tous
A€ G, lha; =0pour 1 <i < n—Fk oulya =al\) est le produit
intérieur du champ de vecteur entre A et a.

Supposons r < n, et qu'il existe une transformation (£,7) = ¢(x) telle

que le systeme (5.10) puis étre localement transformé en la forme normale

suivante : o A
£ =&
qini—1 = :«1
y . m . (5.11)
57"1' = szhz(l') + Z:ngijl hl(iC)’LLJ
J:
1 =p(&n) + (&, nu
\ Yi = &1
ou .
£ = [ g g ]
et
& hi(z)
&= : = : , pour i € [1,p].
7 ri—1
Nous considérons seulement le cas ou r < n et supposons que la distribu-
tion span {gi,...,gm} n'est pas involutive, alors u ne peut pas étre obtenu,

en utilisant ’algorithme d’observation classique. En [4], les auteurs ont pro-
posé un algorithme qui est suffisant et constructif pour récupérer les états et
les entrées inconnues du systeme, de plus un observateur est proposé afin de
récupérer ces données en temps fini. L’idée essentielle de cet algorithme est
de chercher I'information supplémentaire par des combinaisons des sorties et
de leurs dérivées.

Définissons :
Vo= [LPh(x) - LPhy(x) ] +T(a)u (5.12)
() () 1"
_ [yll gl ] (5.13)
qui peut étre obtenu en utilisant la forme normale (5.11), ou
Lo L7 tha(x) -+ Ly, L} 'y (2)
[(z) = : : : (5.14)

rp'fl rp;l
L91Lf hyp(z) - LgmLf hy(x)
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Supposons qu'il existe un 1 x p vecteur K (x) = [ki(x), ..., ky(x)] € £(z), avec

K(x) # 0 tel que
KT =0 (5.15)

et définissons une sortie factice® suivante :
= h(z) =KV = Z ki(2) L h

Siy ¢ £(x), il peut étre considéré comme une sortie factice appropriée afin
d’estimer plus d’états*. Posons y = [ Yy, Uy ]T, et le systeme possede un
nouveau degré relatif par rapport a cette sortie. Si 7 = n (avec cette nouvelle
sortie y), il a été prouvé en [4] que I'état & peut étre récupéré en temps fini.

La proposition suivante nous donne alors les conditions équivalentes qui
garantissent ’existence d’une solution de 'équation (5.15) et I'existence des
sorties factices appropriées.

Proposition 5.7.4 [}] Les conditions suivantes sont équivalentes :

i) L’équation (5.15) posséde une solution non triviale K(x), ety = KV ¢
L(x).

ii) L’ensemble de la classe équualente E =
modulo G+ N QL est tel que E # 2,

i) E={a € G-NQ tel que l;a & £} # {0}.

des éléments de GNQ

GLmﬂl

5.8 Exemple pour la transmission avec des
entrées multiples

Dans cette section, afin de mettre en évidence la méthode proposée, nous
allons utiliser un systeme chaotique de dimension 4 afin de construire un
systeme de transmission chaotique avec des entrées multiples et un observa-
teur a mode glissant pour synchroniser 1’émetteur.

5.8.1 Systeme chaotique de Qi

Ce systeme chaotique de dimension 4 a été proposé en [133], celui-ci est
décrit comme suit :

i1 = a(ry — x1) + Toxzy
i’g = b(fEl + 1’2) — T1X3%4
jfg = —CXI3 + X197
fB4 = —diB4 + T1T2x3

(5.16)

ou z;(i = 1,2,3,4) sont les états, et a, b, ¢, d sont les parametres positifs.

3Factice au sens qu’elle n’est pas mesurée directement mais reconstitué par ’observa-
teur.
4] est & noter qu’il peut exister une sous Varlete de singularité S = {x € U tel que

oh dL(x oL f5) fo) o 7rr
% € %} avec % = span{ 5-hi, .. 7afo1 hl,. ,(%h R P p}.
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En [133], ce systeme chaotique a été exhaustivement analysé. Nous rappe-
lons ici seulement certaines caractéristiques du systeme. Premierement, afin
d’assurer la dissipativité du systeme, les parametres doivent satisfaire :

b—(a+c+d) <0 (5.17)

Sous cette condition, le comportement du systeme (5.16) peut étre analysé
selon les choix différents des parametres :

Posons a = 35, b = 10, ¢ = 1. Si d € ]0,21.88], le systeme (5.16)
est a un comportement chaotique, avec un exposant de Lyapunov positif.
Si d € ]21.88,26.8], le systeme (5.16) possede un attracteur périodique. Si
d € ]26.8,33], le systeme (5.16) redevient chaotique. Il est a noter que, cet
attracteur étrange ( pour d € ]21.88,26.8] ) est différent du premier attracteur
étrange ( pour d € |0,21.88] ). Lorsque d varie dans I'intervalle |33, 36.5], le
systeme (5.16) évolue comme un cycle limite. Finalement, lorsque d > 36.5,
I’attracteur du systeme est un point fixe.

5.8.2 Exemple

Dans le but d’améliorer la sécurité du cryptage, I'intérét principal du
procédé avec plusieurs sorties est d’avoir a résoudre un probleme d’inversion
a gauche avec des sorties factices y. Ensuite, des parties de la clé privée
apparaissent dans ¥ et dans les variétés d’observabilités singulieres.

Comme il a été discuté dans la section 5.3, méme si le degré relatif fort du
systeme est inférieur a sa dimension, il est encore possible de récupérer tous
les états et les messages confidentiels. Pour d’illustrer ce cas, nous considérons
I'émetteur base sur le systeme chaotique (5.16) suivant :

a(xe — 1) + Tox324 + My
‘ b(xy + xo) — w1374
_ _ 5.18
xT f(l') + g(m)m —CX3 + T1TaTa + T3Ma ( )

—dxy + 12273 — T4M2

otgr=[1 00 0]Tetg=1[0 0 z3 —z4]7. Nous supposons que
my et my sont petits pour ne pas casser le comportement chaotique, et que
mq > 0, et que la condition suivante est satisfaite

mo +d—c> 0. (5.19)

. T .
Supposons que les sorties sont y = ( T To ) , un calcul direct nous montre
que le degré relatif fort du systeme (5.18) est r = 3. Ainsi, suivant le guide
de l'algorithme proposé en [4], posons

£(x) = span{hy, ha, Lths}

car
Lihy = b(z1 + x3) — 12304 = x3z4mod{x, x2}
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nous avons £(x) = span{z, re, x3x4}. Calculons

r— Ly hy Lg,hy _ 1 0
Lglthg LgZthQ b— T34 0 '
Ainsi, nous pouvons choisir K = ( b—x3xy, —1 ) tel que KT' = 0.
Ensuite, les sortie factices suivantes peuvent étre définies :

_ Lh . .
y = K{Léh; } Z(b—f?,m)yl—?h

= (23 + 23) mod £ ()

grace a y ¢ £(x). Par conséquent, le point i) de la Proposition 5.7.4 est
satisfait. Posons maintenant :

T
yé [ Xy, Xa, $§+$i] .
avec cette nouvelle sortie y, la dimension de 1’ensemble
® = span{dzi, dzs, dvszy, d (z5 + z37)}

est égale a 4. Ce qui signifie que nous pouvons reconstruire tous les états en
temps fini. Une conséquence directe est le fait que span{gi, go} est régulier,
ce qui implique que les messages inconnus peuvent aussi étre récupérés en
temps fini. Pour cela, nous concevons 'observateur a mode glissant suivant :
(. o~ . N
T1 = a(xe — 1) + T2T3%T4 + Ey A 1sign(z) — 21)
To = b(x1 + 22) + Aasign(xe — T2)
d(23d4) ~
i = et d) 3t
+FEoA\3sign(T3Ty — T3T4)

d(#3+423)

dt

(5.20)

= —2092% — Qd‘%i + 41711'2.1’3.%4
+2FE3\gsign (23 + 73) — (23 + 27))

avec
1 T — i’g
Er = { 0 sinon
{1 SiElzletLL’l:fl
By = .
0 sinon
{ 1 si E2 =1let i‘gii‘4 = 52'32?4
E3 == .
0 sinon
{ 1 siEy=1eti@}+a]=a3+23
E,= ;
0 sinon

et avec les états auxiliaires

~ o~ Ao sign(zo—i2)
L3y = ==
~2 ~2 _ Ea)d3sign(Z3Ta—23%4)
T3+ o) = o

Nous pouvons aussi définir les messages auxiliaires

ﬁzl = Eg)\lsign(:cl - i’l)
_ Eoasign(( #3+a2)—(23+43))

mo ~2_~2
T3~y
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Remarque 5.8.3 Dans touts les simulations, pour éviter les chattering, nous
avons remplacé la fonction sign par la fonction actangent.

L’erreur sur la dynamique d’observabilité est défini par e; = x; — ;, et
nous avons
éy = —x1x3T4 — AgSsign(xy — ).

Choisissons v = 3€3, alors nous obtenons
v o= Ggég
= eg (—z12374 — A3sign(es))

Supposons que les états soient bornés, ainsi, en choisissant Ay > |—212324] .,
nous avons v < 0. De plus, un régime glissant apparait apres t; sur la surface
es = 0. Comme é5 = 0 et e5 = 0, Vt > t;, nous obtenons :

—T123T4 = AaSign(es).

et _
o Aasign(es)
XT3ly = ——— = T34
T

et F/; = 1. Nous avons aussi

é1 =mq — El)\lsign(el)

Pour les mémes raisons, si A\; > max{m;}, il existe t, tel que e; = é; = 0,
pour t >ty > ty. Alors :

my — \ysign(e;) =0
et E5 = 1, qui nous donne
my = EsAisign(er) = my.
A partir du systeme (5.18), il peut étre calculé :

d (JI3I4)

e (¢ + d) 2324 + 122 (25 + 27)
de méme :

d(z3 + 27)

7 = —2cx} — 2dx} + a1 2aw324 + 2 (25 — 2F) mo. (5.21)

En posons e3y = w314 — T34, sa dynamique est donnée par :
. 2 2 .
€34 = T1T2 (a:3 + 3:4) — Ey)\ssign(esy)
Ainsi apres ts, ez = é34 = 0, si A3 > |z129 (23 + 27)| ... - Nous obtenons

T1T9 ($§ + xi) — Agsign(ezq) =0
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et nous déduirons immédiatement la variable auxiliaire

- - Eg)\gsign .fgf;; - (2’3{%4
x%—i—aﬁ: ( ):xg—i—xi.
T1T2

Pour déterminer 73 et 7, nous définissons
L%gff?zl == A
2+32 =B
et il est deux couples de solutions :
~2 _ B+VB?—4A?
. - 2
S1 ~2 _ B—/B2—4A?
2
et (5.22)
~2 _ B—/B2_4A?
x i A
52 . 32

2
~2 __ B+vVB2-4A2
Tyy = 2

Supposons que S; est la bonne solution. A partir de (5.21), le message confi-
dentiel peut étre récupéré correctement comme suit :

_Ci‘gl B dj?ll + (j§1 - ‘%1211) ma, = C. (523)
Dans ce cas, nous avons, pour Sy :
_cjgz — diiz + (ii — @212) Mo, = C. (5‘24)

Avec les équations (5.23) et (5.24), nous avons :
—ci3, — dii, + (23, — 23,) ma, + cI3, + dij,
(23, — 23,)
2

Notons que 3, = &3, et #3, = &7 . L’équation (5.25) devient

ma, =

(5.25)

~2 ~2 =2 =2 ~2 ~2
—ci3 —dzi, + (73, — 73)) mo, + ¢T3, + dij,

mg, = - .
N (23, —23.)

= c—d—mgy,

Selon I’équation (5.19), ms, < 0. Ainsi, ms, ne peut pas étre un bon message
parce que ms > 0. Suivant cette technique, la vraie solution correspondante
aux 73 et I3 peut étre implicitement trouvée.

Ensuite, posons esz; 42 = (73 + #3) — (22 + 23) , ce qui nous donne :

g2qg2 = 2(73 — 23)my — 2E3\gsign (eg2442)

Ainsi, si Ay > |(23 + 2)ma|, . , nous avons ezz,y = €242 = 0, apres ty, et

(x5 — 23)ma — \ysign (es2pg2) = 0

ce qui nous donne

- Eq\ysign (ez2142)
ma = 5 -2 =
T3 — Ty
La figure 5.9 montre les états de I'émetteur et ceux du récepteur. La fi-
gure 5.9 prouve que les états du récepteur convergent rapidement vers ceux
de I’émetteur. Et la figure 5.10 exhibe les messages originaux et leurs estima-
tions. Nous constatons qu’apres 'estimation de tous les états, les messages
confidentiels sont bien reconstruits.
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5.9 Conclusion

Ce chapitre a premierement montré les propriétés du chaos et ses avan-
tages dans son application a la transmission de données cryptées. Puisqu'un
grand nombre de systemes de transmission chaotique de données est basé sur
la synchronisation du systeme chaotique, plusieurs techniques principales de
synchronisation sont rappelées, et trois schémas fondamentaux de la trans-
mission chaotique sont detaillés. Apres cela, nous nous somme concentré sur
la fagon de choisir un systeme chaotique pour la transmission chaotique de
données. Puisque les formes normales étudiées dans les chapitres précédents
sont écrites en fonction de la sortie et de I'entrée inconnue du systeme, il est
logique de penser que le systeme chaotique transformé sous sa forme normale
est plus facile a étudier et analyser que sur sa forme d’origine.

Ensuite, apres 'analyse des inconvénients du systeme de transmission
chaotique avec mono-entrée, un nouveau schéma avec des systeme a des
entrées multiples a été proposé afin de réduire le risque d’étre cassé. Fi-
nalement un exemple simple a été simulé a ’aide de la méthode proposée.
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Chapitre 6

Synchronisation Chaotique
Basée sur la Stabilité de la
Dynamique des Zéros

6.1 Introduction

Si nous essayons de concevoir un observateur pour résoudre le probleme
d’inversion & gauche [49], la condition d’OMC doit étre vérifiée, elle a été dis-
cutée, pour les systemes mono-entrée mono-sortie en [27], et pour les systemes
avec des entrées multiples et des sorties multiples en [125]. Malheureuse-
ment ces conditions additionnelles ont besoin que le systeme dynamique doit
posséder un degré relatif égal a sa dimension, qui sont tres strictes et beau-
coup de systemes ne satisfassent pas ces conditions. Par conséquent, dans ce
chapitre, nous proposons une méthode afin de relaxer la condition d’OMC
traditionnelle pour la synchronisation du chaos.

En fait, ce chapitre est une autre discussion approfondie au sujet de 'al-
gorithme présenté dans le chapitre 5. Nous prouverons que méme si cet al-
gorithme ne fonctionne pas, c.-a-d., la condition d’OMC n’est pas vérifiée,
cependant si quelques conditions complémentaires sont imposées, 1’état et
I'entrée sont encore possibles d’étre reconstruits [174]. Un observateur a mode
glissant général sera congu pour résoudre le probleme d’inversion a gauche
et sa convergence sera également prouvée dans ce chapitre. Enfin I’Exemple
(5.18) discuté dans le chapitre 5.8 sera modifié¢ afin d’illustrer la méthode
proposée.

6.2 Probléme traité

Dans le chapitre 5, nous avons discuté le cas ou le degré relatif d’un
systeme dynamique est inférieur a sa dimension, et comment trouver des
nouvelles sorties factices pour obtenir plus d’informations des états. Et nous
savons bien que, si avec les nouvelles sorties factices, le nouveau degré relatif
du systeme est égal a sa dimension, alors tous états du systeme dynamique

115
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pouvons étre récupérés.
Cependant, supposons que apres la s
en [4], nous avons obtenu

eme

itération de 'algorithme présenté

£L(z) = span{hi, ..., L?—lhl, U S L:f’*lhp7
— Tp+1—1_ — Tp+s—1 ’ (61)
Ypt1y -y Ly Ypt1y -+ Uptsy s L Upts

et pour cette derniere itération de cet algorithme, s’il n’existe pas la nouvelle
sortie 4 ¢ £, ou sil a une singularité, de plus si dim£ < n, est-ce que nous
pouvons encore récupérer tous états et les entrées inconnues ? Ce probleme
sera discuté dans la section suivante.

6.3 OMUC et la stabilité de la dynamique des
Zéros

Lemme 6.3.1 [80]Supposons que la derniére itération de l'algorithme nous
donne £(x) défini dans l’équation (6.1) ou dim£ = q < n et rankl’ = m.
Définissons

ry—1 T —1
Q = {dh, ey AL Tha e dlyy e AL Ry,
_ rpr1—1 _ Tpts—1
dyp+17"'7de i y;li—‘rb"‘dep—i-sv"‘7d-[/fjL yp—l—s}

Si

dim(GUQ) =n (6.2)
ou G+ est défini dans le chaptire 5, alors le systéme (5.11) peut étre décrit
comme Suil :

(=6
il TS m (6.3)
=
= q(&n)
\ Yi = &

ot a;(&,m) = L}ihiw,—l(m), et b;(f,n) = ngL?_th_l(m), pour i € [1,p+ s].
Preuve. Supposons que
dim(G+UQ) =n

avec dim£ = q < n et rangl’ = m, il est possible de trouver (n — q) fonctions
a partir de 'ensemble {1, ..., \,_}, sans perte de généralité, en choisissant

{1, ., A}, tel que les n une formes {dhy, ..., dL;l_lhl, ey dhy, dL;P_lhp,
_ r —1_ _ Tpts—1 —
dprrla "'7dep+l Yp+1, '-'7dyp+87 "'7dep+ Yp+s,
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dA1, ..., d\,—g } sont linéairement indépendantes. Alors il existe un difféomor-
phisme

-1 r,—1
¢ = {hi, L hay s by Ly,
_ —1_ _ =1 _
Upits o L gty oo prss oo LT Uy
Al s An—gq}

qui transforme le systeme (5.11) en la forme (6.3), dont la dynamique des
zéros est donnée par :

1= q(& n)je=o- (6.4)

Corollaire 6.3.2 S5t dimG = k = m, ce qui signifie que le vecteur des
entrées {g1(x), ..., gm(x)} sont involutives, alors dimG*+ = n — m. Ensuite,
st rankl’ = m, alors la condition (6.2) est évidemment satisfaite. Ainsi, il
existe un difféeomorphisme qui transforme le systeme original en la forme

(6.3).

Corollaire 6.3.3 Pour le systeme (5.10), sip =m = 1, il y a seulement une
entrée g, celle-ci est évidemment involutive. Ainsi, dans ce cas, le systéme
(5.10) peut étre aussi transformé en la forme (6.3).

Corollaire 6.3.4 Si dim£ =1 < n et dim(G+UQ) < n , alors il n'eviste
pas la partie de la dynamique des zéros dans le systeme transformé, c.-a.-d.,
léquation (6.4) devient n = q(&,n,u).

Remarque 6.3.5 i) Si pour tous i € [1,p+s], j € [1,n — ¢ %=

. 7 Om
83?; =0, c.-a.-d., l’équation (6.4) devient 1 = q(n), alors il est possible de

récupérer [’entrée inconnue u.

2]

i1) Si, pour un certain i € [1,p+s|, j € [1,n — q|, nous avons (?i; # 0,

alors l’entrée inconnue u dépend de la détectabilité de 7.

Pour résoudre le probleme posé ci-dessus, nous avons besoin des hy-
potheses suivantes :

Hypotheése 6.3.6 La dynamique des zéros du systeme (6.3) est détectable
uniformément, au moins exponentiellement, c.-a-d., il existe une fonction de
Lyapunov définitive strictement positive V' (n — 1) qui satisfait, pour tous n, 1
et &, les relations suivantes :

V(n—10) = 555 la(&,n) —a(&n)] < =KV

ou Ky est une constante strictement positive.
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Hypotheése 6.3.7 Le systeme (6.3) posséde des Entrées Bornées des FEtats
Bornés (EBEB).

Sous les Hypotheses 6.3.6 et 6.3.7, nous pouvons observer les états et
I'entrée inconnue pour le systeme (6.3) a l'aide d’un observateur a mode
glissant de la forme suivante

51 & + Nsign(&i — &)
52 & + EiXpsign(€, — &)

< i A (6.5)
57;1-—1 = fl ‘f'EZ )\Z 152971(5} -1 fvz«i—1>
57"1- = Cli(ﬁ M) + EZ 1)\1 52971( n—1 éii—ﬂ
L1 =q(§,0)Eny
avec les états auxiliaires :
§§+1 = fiﬂ + E§Ai+1sign(£i+1 - f§+1) (6-6)
ou
: 1 sig,, =&, et B =1
o= t+1 t+1 t—1 )
t { 0 sinon (6.7)
et
1 sitous B! =
En—q { 0 sinon

pour i € [1,¢] (Notons : £ = £).

Lemme 6.3.8 Grdce a l'observateur donné dans l’équation (6.5), pour n’im-
porte quelle condition initiale, il existe t, > 0 tel que Vt > t,

E(t)=E(t) =& (1)
et
lim |n (¢) =7 ()] =0

t—-4o0

Preuve. Posons e = & — &, pouri € [1,p+s], t € [L1], (& = &).
Supposons qu’apres la (j — 1) étape, j € [2, p+ 5|, nous avons obtenu :

et El _, = 1. Alors nous avons

~. . A

&= A; + )\; 1szgn(§j 1 — &) = 5;
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Ainsi, pour la j™¢

fagon suivante :

étape, l'erreur d’observation peut étre décrit de la

é;" = fgi‘+1 — & — E;_l)\jsign(S; a fjl)

Nous pouvons choisir la fonction de Lyapunov suivante :

i\ 2
i v

vi- 1)
Are N I ci_ i .
Grace a E;_; =1, et §; = &, nous avons :

0 = € 60— G~ Nsignle))]

Ainsi si )\j- >

i i
i+1 i+1
]+ j+ max

(c-a.-d., 3K! > 0, tel que X = k! + ), alors

i i
i+1 i+1
j+ J+ max

v

i
J

= —kle| = —kV/?

ce qui signifie quil existe ), tel que si t > t& > t5 |, e} = ¢! = 0, et nous
obtenons
i — & = Ajsign(e]) (6.8)

Selon les définitions de (6.6) et (6.7), nous avons

S fi
J+1 Syl

et 1 =1.

I—gar conséquent, étape par étape, nous pouvons récupérer tous les com-
posants de vecteur ¢ . Mais comme l'entrée u; est inconnue, nous ne pouvons
pas reconstruire n a partir de 5; Cependant, sous ’'Hypothese 6.3.6, nous
pouvons récupérer les états restants comme suit.

L’Hypothese 6.3.7 nous assure que 1’état est borné pour tous ¢t > 0, ainsi
n est borné. Ensuite, Uerreur d’estimation de la dynamique des zéros (e,,—, =
n —1) est égal a : .

€n—g = Q<§777) - Q(gu ﬁ)

et selon I’'Hypothese 6.3.6, nous savons

lim |1 (£) — 7 (£)] = 0.

t—o0

Proposition 6.3.9 Sous les Hypothéses 6.3.6 et 6.3.7, avec rankl’ = m,
grace a l'observateur (6.5), pour n’importe quelle condition initiale, il existe
t, > 0 tel que YVt > t,

EW)=EM)=£(1),
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de plus
lim | (t) =7 (t)] =0

t—-4o00
et
lim |u(t)—u(t)]=0
t——+o0
Preuve. Reconstruction de I’entrée inconnue u
Comme £ et u sont bornés, nous pouvons choisir

m

)\231 > ai(ga 77) - ai(§> ﬁ) + 253(5777)“3 )

J=1

tel que efai converge vers zéro en temps fini. Par conséquent, nous obtenons
£=¢
Posons
bi(&m) o b(&n)
I'= : :

b11?+5<5’ 77) U bfn—i_s(&a 77)
Car rankl’ = m, sans perte de généralité, nous pouvons supposer que les
premiéres m lignes sont indépendantes, c.-a-d., rankB(&,n) = m, ou

bi(&m) oo b(&m)
B(&,n) = : :

Ainsi nous avons

. 57«1 ai (57 ﬁ) Uy
ond, = | : |,AH)= : etu=| :
é:L am(gu ﬁ) Um,

Apres les estimations de 1'état £ en temps fini et de I'état 1 de fagon
exponentielles, il existe ¢, > t;, pour tous i € [1,p+ s], j € [1,r;], lorsque
t > t,, tel que }

€A = A(f? 77) - A(’Sa 77)

ensuite nous pouvons obtenir

ea+ B (é, ﬁ) u=E, 1 \sign(& — &) (6.9)
ol
Ev}l—l 0 0
0 E;,_, 0
ET,1 == . . . . )
0 o ... Em™
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AL0 0
oo 0

et . )

] sin(@ — &)

sign(& — &) = :
sign(&, — &)

Ainsi si nous supposons
i = B~YE, 0 E,_i A\psign(&, — &) (6.10)

pour t > t,, nous obtenons

u—u= [B71<€7 77) - Bil(ﬁ? ﬁ)] Erfl/\TSign(ér B éT)
_B_l(ga 77)6A

et par conséquent, grace a la convergence de ey et (n — 1) vers zéro, nous
avons
lim |u —u| =0

t—o00

6.4 Exemple

Afin d’illustrer la méthode proposée, nous modifions 'Exemple (5.18)
discuté au Chapitre 5.8 afin de construire 1’émetteur suivant :

a(ry — 1) + Tow3T4 + M0
b(x1 + T2) — 117374
&= f(z)+glx)m = | —cxs+ 112224 + T3T5M2 (6.11)
—dxy + 217273 — T4T5Mo
—10x5 + z324

otgi=[1 000 0]Tetgo=[0 0 z3z5s —wgxs 0 ]7. Il est évident
que g, et go sont involutifs. Et nous supposons aussi que m; et ms sont
petits pour ne pas casser le comportement chaotique, ms > 0, et la condition

suivante est satisfaite
d—c

my + > 0. (6.12)

X5

Les sorties sont aussi imposées y = [ r1 X }T. Et g, et go sont bien choisis
tels que le degré relatif du systeme est r = 3. Ainsi, selon I’algorithme proposé
en [4], nous pouvons aussi obtenir

r( Lah Lght ) _ 10
Lg Lihy Lg,Lshy b—wszy 0 )
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ensuite nous avons
K = ( b—l‘3$4, —1 )

tel que KT' = 0.
Avec la méme procédure que pour ’'Exemple (5.18), finalement nous ob-
tenons
yé [ Xy, Xa, l'%"‘fﬂ?l ]T.

ce qui donne £(x) = span{zi, T, 324, (v2 + 22)}, ot dimL(x) = 4 < 5.
Mais comme {g1,¢2} est involutif, et selon le Corollaire 6.3.2, I’émetteur
(6.11) peut étre transformé en la forme normale (6.3). Grace a la Proposi-
tion 6.3.9, nous pouvons reconstruire les états et les entrées inconnues en
temps fini. Dans ce but, nous concevons 'observateur a mode glissant pour
le systéme (6.11) comme suit :

( 1 = a(xe — 1) + 228374 + F1 A\ sign(z) — 1)
To = b(x1 + x2) + Aasign(xe — I2)

—d(£§t£4) = — (C + d) 5:3:7:4
+E2)\33z'gn(:i'3:%4 - .f'gi’z;) (613)
d(#3+23)

= —2Cf§ — 2dli421 + 41‘1172‘%3[%4
+2FE3)\sign (3 + 23) — (23 + 23))
.i'5 — E3 (—105%5 + 573574)

avec
A>0i=1,..,4
. 1 To = JAZ'Q
B = { 0 sinon
{1 SiElzletZ‘l:.ﬁ'l
EQ - .
0 sinon
{ 1 si E2 =1et [i'311~34 = {i'gi’4
E3 == .
0 sinon
{1 SiEgzlet.’i'5:l’5
E, = .
0 sinon
et avec les étas auxiliaires :
Aosign(xe — T
Fogy = _lesign(ea =B (6.14)
T
Es)\sst TaTy — T3l
P2 o= 2 38191 (TyTs — TyTa) (6.15)
L5XT1X2

Evidemment la singularité d’observabilité de la sous variété S est égal a
S = {ZEl = 0} U {ZL‘lIQ = 0}
Définissons
my = Folisign(x) — 1) (6.16)

et
_ Byasign (33 +33) — (83 +43))

5 (73 — 77)

(6.17)

mo
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ou

{ 1 siEBy=1eti3+73=23+13
Es = .
0 sinon

Les erreur d’observation sont définis par :
€1 =T — fl
€y = Lo — JAZQ
€34 = T3T4 — T3T4
_ (2 2 52 | A2
632+42 — (ZES _I_ $4) - (:Ug + 334)
€y = Ty — 12'5

A partir du systeme (6.11), nous pouvons obtenir

d
% = — (c+ d) 3wy + 125 (25 + 27)
et
d (3 + x3)
dt

Ainsi, l'erreur d’observation est donné par

= —2cx; + dr1Towsy — 2da] + 2 (25 — 27) mo. (6.18)

( él = T2 (ZL‘3I4 - 5)3{2'4) +mq — E’l)\lsign(el)

€y = —w1T3T4 — Aasign(es)

é3q = — (c+ d) (w324 — T3Ty) + 2179 (23 + 23)
—Eg)\gsign(fg.f4 - (2’3‘%4)

3242 = —2¢ (23 — 73) — 2d (25 — 73)

—|—4ZL‘1I2 (ZL‘3I‘4 — (i’gf4) + 2 (Ig — I’i) mo

—2E3\ysign (73 + 73) — (23 +27))
és = —10x5 + 2324 — B3 (—1025 + T374)

\

La convergence de I'observateur a mode glissant a été prouvée dans le chapitre
précédent. Mais pour cet exemple, il est a noter que la possibilité d’estimer
my exige les connaissances de 73 et #3, qui peuvent étre calculés de la fagon
suivante apres les estimations de &5, T374 et (23 + 73).

Les convergences de T34 et (3 + T3) peuvent étre facilement obtenues.
Ensuite, comme x5 est détectable (c.-a.-d., sa convergence est uniformément
exponentiellement), nous pouvons estimer Z5. En fait, si nous choisissons

2

e
|4 (65) = 55
alors

V (e5) = —10e2 < 0

qui implique que I’'Hypothese 6.3.6 est vérifiée avec Ky = 20, et nous obtenons
lim |ZL‘5 - Z%5| = 0.
t—-+o0

Et puis, nous pouvons définir

T3y = A
~2 ~2_B
T3+ Ty =
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Evidemment il y a deux groupes de solutions :
~2 _ B+VB2_4AZ
) 2
Si ~2 _ B—/BZ_4A?
2

et (6.19)
{ 72 _ B—VBTIA
S2 . 32

2
~2 __ B+VvB2-4A2
Lyy = 2

Supposons que S; est la bonne solution. Selon 1’équation (6.18), les messages
confidentiels peuvent étre récupérer correctement comme suit :

—ciy, —diy, + (33, — 21)) Bsmo, = —2212285%4 £ C. (6.20)
Dans ce cas, nous avons, pour S :
—ciy, — di;, + (75, — 73,) &5, = C. (6.21)
L utilisation des équations (6.20) et (6.21), nous donnons
_Ciigl - di‘il + (5:31 - ‘%4211) ‘%5m21
+c23, + dif,

(igz B '%4212) s

m22 =

~2 o ~2 ~2 . ~2 . . 7z . .
Notons que 73, = 73, et 75, = I3 . Ainsi cette équation devient
~2 ~2 =2 =2 4
—cry, —dTy + ($31 — .7:41) Tsmea,
+c2j, + dz3,
m22 =
~2 ~2 A
(l’41 o 5631) L5
c—d

= " — m21
Ts

Si ma, est la bonne solution, alors my, < 0 selon 'équation (6.12) et ceci
exclut la solution ms,,. Suivant ce chemin, la bonne solution correspondante
a 72 et 7% peut étre détermindée.

Depuis 73 et 73 sont estimés, nous avons

éx2 42 = 275(25 — 3)mg — 2E3\y5ign (e52142)

Ainsi, choisissons Ay > supy; |75(23 — 23)ma|, et nous obtenons

lim |zs(x3 — 23)ma — Masign (ez2442)| = 0.
t—+o00
Finalement la relation (6.17) aboutit a l'estimation du deuxieme message
confidentiel :
lim |7’h2 — m2|
t—-+o00
, Eihgsign (es242)  EyA\ysign (es2q42)
= lim 2 a2y =2 _ -2
t—too | T (T35 — 77) x5 (75 — T7)
= 0.
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F1G. 6.1 — Observation des états de I’émetteur
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et ceux du récepteur
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F1G. 6.2 — Observation des messages de I’émetteur et ceux du récepteur
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La figure 6.1 exhibe les états de ’émetteur et ceux du récepteur, et la
figure 6.2 montre les messages originaux et ceux de 'observation. La figure
6.1 montre que les états du récepteur convergent rapidement vers ceux de
I’émetteur. Dans la figure 6.2, nous pouvons voir qu’apres les estimations des
états, les messages confidentiels sont reconstruits avec succes.

6.5 Conclusion

Ce chapitre a été consacré a une discussion approfondie de ’algorithme
présenté dans le chapitre précédent. Nous avons prouvé que méme si cet algo-
rithme ne fonctionnait pas, c.-a-d., que la condition ’OMC n’est pas vérifiée,
sous quelques conditions additionnelles, il est également possible d’estimer
I’état et 'entrée. Cette relaxation de la condition d’OMC traditionnelle est
basée sur la stabilité de la partie de la dynamique des zéros. Ensuite, nous
avons proposé un observateur tres général basé sur la technique de mode
glissante afin de résoudre le probleme d’inversion a gauche. Finalement un
exemple sur un systeme de transmission chaotique a été établi afin de souli-
gner l'intéréet de la méthode proposée.
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Chapitre 7

Approche d’Augmentation du
Rapport Signaux Utiles sur
Signaux Emis

7.1 Introduction

Dans les chapitres 5 et 6, nous avons présenté des schémas de transmission
chaotique a des entrées multiples, mais ces schémas, aussi que la majorité
des schémas présentés dans la littérature, possedent le méme inconvénient :
I’amplitude du messages confidentiels doit étre significativement plus petite
que celle du signal chaotique. Dans ce chapitre, nous allons proposer un
nouveau schéma de transmission chaotique pour surmonter cet inconvénient.
L’idée fondamentale de cette nouvelle approche est de séparer les fonctions
de synchronisation et de chiffrement, qui ne sont réalisées que par un signal
scalaire unique dans le schéma traditionnel. Notre schéma est basé sur la
théorie de l'inversion a gauche, ce qui nous conduit a I’étudier comme un
probléeme de synthese d’observateur avec des sorties multiples [116].

Dans ce chapitre, une présentation breve du probleme et le but de notre
travail seront premierement donnés dans la section 7.2. Dans la section 7.3,
apres une analyse de l'inversion a gauche, nous proposerons notre schéma
a l'aide d’un observateur mode glissant afin de récupérer des états et des
entrées d’un systeme de transmission chaotique. Un exemple sera donné afin
de mettre en évidence l'intérét de la méthode proposée dans la section 7.5.

7.2 Analyse des Méthodes Classiques

Dans un premier temps, nous allons mettre en évidence pourquoi l’am-
plitude du message dans les schémas classiques devrait étre significativement
plus petite que celle du signal du systeme chaotique. Par exemple dans le
schéma par addition, la contrainte fondamentale de celui-ci est que le spectre
du signal chaotique doit étre continu et infiniment plus large, et de den-
sité de puissance plus élevée que le signal a cacher. En d’autres termes, le

129



130 CHAPITRE 7.

spectre de puissance du massage doit étre caché dans celui du signal chao-
tique. Par conséquent, afin de maintenir la synchronisation entre 1’émetteur
et le récepteur, et s’assurer que le signal chaotique masque le message, la
dynamique du message doit étre en énergie plus petite que celle de signal
chaotique ajouté au message et sa fréquence incluse dans sa bande passante.
D’autre part, 'addition du message au signal scalaire dans I’émetteur peut
dégrader la qualité de la synchronisation entre I’émetteur et le récepteur,
et méme entrainer la perte de la synchronisation si le message est de grande
amplitude. De méme dans le schéma de modulation, le message doit étre plus
petit que le signal chaotique pour ne pas casser le comportement chaotique
du systeme.

Apres 'analyse, nous avons constaté que la raison principale de limiter
I’amplitude du message, dans les schémas traditionnels, est que nous utili-
sons seulement un signal scalaire pour a la fois synchroniser I’émetteur et le
récepteur et aussi transmettre le message. Ainsi ce signal scalaire joue deux
roles : la synchronisation et la transmission de message. C’est pourquoi un
juste équilibre doit étre trouvé. Si le message est trop grand il y a des dif-
ficultés de synchronisation, ou alors le comportement chaotique du systeme
original est détruit. De plus si le message chaotique est trop petit, il est in-
dissociable du bruit. Ainsi si nous séparons les deux taches en employant
plus de signaux, nous pouvons accroitre 'amplitude du message sans nous
heurter a ce dilemme.

A partir de cette idée, nous proposons un nouveau schéma ou 1’émetteur
est considéré comme un systeme avec des sorties multiples possédant des
entrées multiples inconnues, ainsi nous devons résoudre la synthese d’un
observateur afin de solutionner le probleme d’inversion a gauche pour un
systeme avec des entrées multiples et des sorties multiples.

7.3 Nouveau Schéma

Rappelons que, dans les schémas traditionnels, un signal scalaire unique
est transmis au récepteur, mais ce signal joue deux roles en méme temps : il
représente le message codé, et il synchronise le systeme.

Nous proposons un schéma afin de transmettre un nombre important de
messages avec des amplitudes non négligeables par rapport au signal chao-
tique. La figure 7.1 présente le schéma bloc du systeme.

Dans ce schéma, ’émetteur est composé d'un systeme chaotique : X¢ €
R pour générer le signal chaotique, et un systéme dynamique (celui-ci
peut étre aussi chaotique) : ¥p € R N2, pour chiffrer les messages. Et toutes
les sorties de X p et une partie des sorties de X : Hyc1 sont utilisées afin de
concevoir un observateur.

L’idée principale est que les entrées sont premierement mélangées par
le systeme dynamique, et non pas directement par un systeme chaotique.
Ensuite, afin d’utiliser la caractéristique du systéeme chaotique, nous ajoutons
une fonction f(z) € R C RN¢ au systeme dynamique. Selon la figure 7.1,
la synchronisation est réalisée par la sortie de Yo : Hye € R Ner ¢ RNe,
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Systéme
chaotique:yc
o(x) 4 Hner
Mn1 A »
H’ M’
Mn2 < Hn1 ¢ Q g K ,NW > ,N‘ >
: Systeme © Him b 3 Canal Public ° LIS L »
ique: ] » 3 . P Observateur . .8
dynamlque.204> 3 » o :
Mnm . Hwnp @, 2 " H'Np+Net
: = = 'Y M’Nm
> 3 g >
=]
Emetteur Récepteur

F1G. 7.1 — Le schéma basé sur les sous systemes combinés concernant I’am-
plitude du message

Systéme >
Chaotique ~
Ye P(z1
Mn1
M > o H’ni . M’n1 g
N2 Hn1 o ®. - » - »
: Ll Syste 4’ o 8 : H'Nm < M’n2 <
Dys iy P He 2 'E . P Observateur . L
ynamique » 3 » o o :
e Pt |2 Canal Public g w
= = Nm
L » 3 5 L [ 2
Emetteur Récepteur

Fi1G. 7.2 — Le schéma amélioré basé sur les sous systemes combinés concernant
I’amplitude du message

Et la sortie de Xp : (Hny, ..,HNp)T € R NP0 est utilisée pour représenter
les messages codés. Ainsi, 'amplitude du message peut étre augmentée. La
version mono-entrée mono sortie de ce schéma est exactement identique a
celle de [163], dans laquelle les auteurs ont utilisé I’échantillon impulsif de
¢, au lieu de Hpy.1, pour réaliser la synchronisation.

Afin d’augmenter la sécurité, au lieu de transmettre Hy.; directement
au récepteur, nous essayons de le reconstruire par la sortie de Xp. Ainsi,
nous devons ajouter au moins N signaux a la sortie du systeme > p afin de
récupérer le signal de synchronisation pour le systeme ¢, donc Npo dans
la figure 7.2 est supérieur ou égal a la somme de N, et N¢; dans la figure
7.1. De plus, puisque le systeme chaotique n’est pas en fonction des entrées
inconnues, une autre idée est de combiner le systeme Y et le systeme Xp
avec ¢(z1) € R c R™P' qui est une fonction de faible amplitude d'une
partie des états de Xp afin de ne pas casser le comportement chaotique de
systeme Y. Ces idées complémentaires nous donnent le schéma amélioré de
la figure 7.2.

Dans ce schéma, nous supposons que I’émetteur est observable et qu’il
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peut étre décrit comme suit :

sei{i=| It | = fetwota)

( z= { 2 ] = fp(z,0(x)) —l—:igi(z,ﬁ(x))mi
3 i (2, 0(x))m; (7.1)
Spig L {fDl(Z,H(x)) } . 2 i (2, 0())mi
fDQ(Z’Q(x)) Ny

L yp = hp(2)

oux = (x?,xg)T € RNe » = (z?,zQT)T € R™? sont les vecteurs d’état du
systeme chaotique ¢ et du systeme dynamique ¥ p. Ceux-ci peuvent étre
divisés comme suit : z; € RN et a4 € ]RNC?, 7 € RVPl et 2y € ]RN”, ou
x1 et z; sont les états qui peuvent étre récupérés a partir de yp a ’aide d’un
observateur, et ceci ne dépend pas de m. Et x5 et zy représentent respecti-
vement ’espace complémentaire de x et z. m = [ my -+ My, }T e RN
sont les entrées inconnues, et ¢(z;) € R c R §(x) € R c RYN¢. De
plus, les fonctions fo : RN xR — RN, f, : RNp x RNo — RNov - fp
RNp x RNo — RNp2 g, € RNp x RNo — RNp1 g ¢ R x R™ — IR Vo2
et hp : R x RP0 sont analytiques.

Dans ce schéma, puisque x; et z; peuvent étre retrouvés directement a
partir de yp sans connaitre m, pour le systeme Y, il est possible d’estimer
tous les états avec la connaissances de x; et de 'entrée connue z;. Ensuite,
pour le systeme Y, et avec la connaissance de yp et de 'entrée connue 6(z),
nous pouvons aussi récupérer tous les états et toutes entrées inconnues m.
Ainsi, afin de pouvoir reconstruire toutes les entrées inconnues du (7.1), nous
supposons que, pour le systeme (7.1), le probleme d’inversion a gauche doit
étre résolu.

Remarque 7.3.1 Cette hypothese peut étre garanti par un choix approprié
des fonctions : fp, fo et g. De plus, nous pouvons déterminer x1 a partir du
choix des sorties du sous systeme S¢. En [125], un algorithme d’inversion a
gauche a été proposé et des conditions suffisantes d’inversion a gauche ont
été exhibés.

7.4 Synthése d’Observateur

Comme mentionné précédemment, nous considérons la réalisation du récep-
teur comme un probleme de conception d’observateur a entrées inconnues
basé sur la théorie de I'inversion a gauche. Alors, nous pouvons concevoir un
observateur a mode glissant étape par étape comme suit :

Yo Z E Agsign (T — &)
iDl . ,7:’1 = ED1 )\18Z.g7’L (21 — 21) (72)
XAJDQ 22 = EDQ)\QSigTL (22 — 22)
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ou
[ A 0 ]
N\ = : : i€ [1,2]
I 0o - /\z‘,Nm_
_)\3,1 0
Az = : - :
I 0 .- )‘3,Nc_
et

sign (Zi1 — Zia)
sign (2, — 2;) = : , 1€ [1,2]
sign (Zinp;, — ZiNp;)
sign (T — 1)
sign (T — ) =
sign (Tn. — Tng)

Ey -+ 0

ou pour i € [1, N¢]|,

{ 1 si ExFl =1et ii'i_l = ﬂ/\fi_1
E, = .
0 sinon
et
EDM e 0
ED,L' = T . )
0 DiNp;

ou pour i € [1,2],5 € [1, Npy,

E _ 1 si EDi,jfl =1let Zij—1 — Zij—1
Dig 0 sinon

Les z1 ; sont les solutions explicites ou implicites de I’équation suivante :

Zl,j ‘ fDl,j (2171, ceey gl,j—l, Zl,j, ceny ZLNDN 29, J})
Np,
215 = + agil,j(glylv"‘7217j—17217j’""ZLNDUZZ’J")mi , (73)
=

= Ep, ;A15sign (215 — 21,5), j € [1, Np1]

et les meéme solutions pour Z; et Zy; :

5 Lj | fC(jlv "'7'%]'—17'%]" "'7cha21)
e { = Eau; s jsign (T, — ;) , j € [1, Ne (74)
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22,5 | fDo (21, 22,15 s 22,51, 22,55 -5 22,N g, )
m
22,5 = —+ Z:lgilj (51,22’1, ...,527j71,227j, ...,ZQ7ND2,.’L')mi . (75)
1=

= Ep, ;A2 jsign (22, — 22,5), j € [1, Np2]

Preuve. Nous posons e, . = 2;; — Zi;, 1 € [1,2], j € [1, Npi|, et e =
Ty — Ty, k € [1,Nc] .

Premieére partie :

Supposons que dans la (7 — 1

)™ étape nous obtenons

R1,j—1 = Z1,j-1

et E'Dl,]. =1.
Alors, pour la j¥™¢ étape nous avons :

Nm
_ fDl,j(z7x> + ;gh,j('z?x)mi

ezlyj =
—Ep, ;A jsign (215 — 215)

Nous choisissons une fonction de Lyapunov comme suit

1

_ i
Vi,j - 262’1,j

Grace a Ep, ; = 1, nous avons

Vij = €21,;€21

Nm
fpy,(z,2) + Z i, ,; (2, )m;

= 621,]‘ =1

—A1,;8tgn (621,3')

N .
Donc si A1 j > |fp,,;(z,2) + > giy ,(z,2)ms| , Vi; <0, alors il existe t; ,
i=1 max

tel que sit >ty ; >t 1, €., = ¢, =0, et nous obtenons

N
fD1,j (Z, x) + Z Gir (Z7 :L")m, = Al,jsign (621,j) (76)

=1

L’équation (7.6) est identique a (7.3) et nous obtenons la solution suivante :

Rlj = 21,5

et d’apres la définition de Epi, nous posons Ep, ., = 1.

Donc nous pouvons récupérer les composantes du vecteur z; étape par
étape. De plus, si nous choisissons bien les fonctions fp,(z,z) et g;, (2, x),
nous pouvons reconstruire les composantes du vecteur x; également a partir
de I'équation (7.6).

Deuxieme partie :
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Nous avons la dynamique d’erreur d’observation sur x qui est de la forme
suivante :

él‘j - ij(xu Zl) - EszQ,jSign (j] - ‘%j)v .] S [17NC]

Ainsi si Ay ; > ‘foj (x, zﬁ‘max, il existe t 5, tel que si t > to; >ty 1, €, =
éz; = 0, et nous obtenons :

ij (ZL’, Zl) = )\273‘82.971 (ii‘] — Zi'J) (77)

Par analogie avec la premiére partie et en référence avec ’équation (7.4),
nous avons :

Ij:l’j

et By, =1
Derniere partie :
Nous avons la dynamique d’erreur d’observation de 2z, qui est de la forme

suivante :

N
[, ;(2,7) +;gi2’j(z’x)mi , J € [1,Npy

_ED27J' /\3,jsz’gn (227]‘ — 227]')

€z,

De la méme fagon, si Az ; >

N,
[, (2,2) + 3 gip (2, 2)my| il existe 35, tel
. . i=1 max
que st t > t3; > t3;_1, €zy; = Czp; = 0, et nous obtenons :

N
Doy (2:0) + Y gin (2, )i = Ay jsign (2 — 2 5) (7.8)
=1

Avec I’équation (7.5) et les mémes arguments que précédemment, nous trou-
vons :

22,5 = %25

et
EDQJ.+1 =1

Ensuite, a partir des équations (7.7) et (7.8), nous pouvons reconstruire tous
les messages inconnus, car nous avons récupéré tous les états du systeme

(7.1). =m

7.5 Exemple

Nous utilisons le systeme du Chua et un systeme dynamique arbitraire
pour mettre en application le schéma proposé, ceci afin de coder deux mes-
sages avec des entrées de grands amplitudes tout en garantissant que le
systeme global reste chaotique.
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Le circuit de Chua est donné par [34] :

—a (z1 — 2 — f(z1))
EC T = T1 — To + X3 (79)
—fry — yr3 + p23

oil a, 3, et 7y sont trois constantes et f(x1) est la caractéristique linéaire par
morceaux de la diode de Chua, qui est donnée comme suit

- 1
Flan) = by + 5 (a =) (jon + 1] = Jay = 1)

ol a < b < 0 sont deux constantes. Et p est une petite constante qui ne doit
pas casser le comportement chaotique du systeme (7.9), z3 est un des états

du sous systeme suivant :

—ez1 + kxy ToMy
. —Wwzs 0
Yp:z= 7.10
Dz —gz3 +wze + qx + Lo ( )
—lz4 + 23 + nxs T3Ma

oue, k, w, g, q, l et n sont des constantes, et xy, x5 et x3 sont les états

définis dans le systeme (7.9). Et mq, mo sont deux messages confidentiels.

A partir du systeme (7.9), il est évident que nous avons besoin seule-
ment d’une sortie pour observer tous ses états, ainsi nous n’avons besoin
que de trois sorties du systeme dynamique pour réaliser les deux taches
de la synchronisation et du chiffrement. En conséquence, nous choisissons
Y= ( 21 22 %4 )T

L’observateur a mode glissant est congu ici afin de reconstruire tous les
états et tous les messages confidentiels

XA: . L.i’l = EglilSign (Lf‘l — il)
C - .

i’g = EgligSl.gn (Zi’g — i’g)

,.él = >\25ign (Zl — 21) (711)
i . 22 = Alsign (ZQ — 22)

ZA’g = Elx\gsign (53 - 23)
Zy = Eghgsign (zq4 — Z4)
ol

El)\lsign (Zl - 21)

Z3 =
w

Aosign (z1 — 21) + ez1 — gZ3 + wan
. —E1A3sign (23 — 23)
T = L

—q

- Eyqsign (612%1 — .%1) ~ 7/~
To = + 7 — f(ml)

(67
T3 = 5%3 + Eg/ilsign (i’g — i’g) - Zi'l + 572
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Fic. 7.3 — Résultat des états du systeme chaotique

avec

si 9 = ,7:’2

sinon
SiElzleti’lzi’l
sinon
SiE2:1etf2:Zf2
sinon
SiE3:16t24:,§4
sinon

O = Ok Ok O

&
I
—— — = =

Alors nous pouvons obtenir

Aasign (z1 — 21) — kT + ez

T
E4/\4Sign <Z4 - 24) + {z4 — 53 - nli'g

T3

La Fig. 7.3 donne les états du sous systéme (7.9) et ceux de I'observateur,
la Fig. 7.4 montre les états du sous systeme (7.10) et ceux de 'observa-
teur et la Fig. 7.5 illustre les messages originaux et les messages récupérés.
Nous pouvons voir que les états du sous systeme (7.9) et sous systeme (7.10)
convergent ceux de 'observateur en temps fini. Apres les convergences des
états, les messages confidentiels peuvent étre reconstruits en temps fini.
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7.6 Conclusion

Dans les schémas traditionnels, 'amplitude du message ne peut pas étre
tres grande par rapport a celle du signal chaotique. Pour contourner cet in-
convénient, nous avons exposé dans ce chapitre un nouveau schéma qui utilise
un systeme chaotique avec des entrées multiples et des sorties multiples. La
transmission de données a été simulée avec la méthode proposée, ceci illustre
parfaitement la faisabilité de cette méthode.

Ci-dessous, nous faisons une comparaison entre des méthodes rencontrées
dans la littérature et des méthodes proposées dans ce mémoire :

Méthods\ Aspects Robustess || Amplitude

H | Simplicité | H H
H Approche par addition H + + H -- H -- H
H H H H |
H H H H H

Approche par commutation

_|_

Approche par modulation

Approche a mono entrée

. » - + - -
avec des singularités

Approche a des
entrées multiples avec - - + + ,
des singularités

Approche a des
entrées multiples

avec la dynamique des zéros
et des singularités

+ 4+ -

Approche a des
entrées multiples
pour I'augmentation
de 'amplitude

++ + +

et nous pouvons voir les intéréts des approches que nous avons proposées.
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Conclusion

Les objectifs de ce travail étaient de faire, d'une part, une analyse d’une fa-
mille de formes normales d’observabilité dépendantes de la sorties, et d’autre
part, de trouver un domaine d’application a ce type de systemes.

La premiere partie de ce travail a concerné ’extension des “bonnes pro-
priétés” d’observabilité des systemes dits sous formes d’injection de sortie
a une classe de systemes plus large. Dans un premier temps, nous avons
étudié la forme normale d’OLDS, dont la matrice “linéaire” était en fonction
de sa sortie. Nous avons donné des conditions nécessaires et suffisantes qui
nous permettent de déterminer tous les «a; (y), les élements de la matrice
“linéaire”. Dans un deuxieme temps, une généralisation de la forme normale
d’OLDS aux systemes possédant des sorties multiples a été étudiée. Nous
avons utilisé la méme méthode que celle employée pour la forme d’OLDS.
Puisque généralement nous imposons que les sorties de la forme normale
soient linéaires, mais pour le cas ou les sorties étaient non linéaires, nous
avons proposé une nouvelle forme normale pour les systemes possédant des
sorties multiples. Par la suite, pour le cas ou des systéemes non linéaires qui
ne peuvent pas étre transformés en la forme normale d’OLDS, nous avons
cherché la forme normale approximée quadratique, et ceci a entrainé I’étude
de la forme d’OQDS. Tout d’abord, nous avons introduit les équations ho-
mologiques de ’équivalence quadratique modulo une injection de sortie pour
les systemes linéairement observables. Puis nous avons donné la classification
des formes normales d’observabilité quadratiques. Ensuite, une réécriture des
équations homologiques a I'aide d’une formulation matricielle nous a permis
une caractérisation des formes normales d’observabilité sans avoir a résoudre
les équations homologiques.

La deuxieme partie de ce travail de these était d’appliquer le chaos a
la transmission de données. Premierement, nous avons expliqué les relations
entre le chaos, les systemes de transmission et la forme normale. Ensuite, des
schémas de cryptage basés sur le chaos ont été rappelés. Par la suite, un nou-
veau schéma de la transmission chaotique a 'aide de systeme a des entrées
multiples a été présentée afin de surmonter l'inconvénient que nous avons
rencontré lorsque nous allons généraliser les systemes chaotiques possédant
mono-entrée au cas a des entrées multiples. Apres cela, nous avons discuté la
synchronisation chaotique basée sur la stabilité d’'une dynamique des zéros.
Et finalement, une derniere approche avec des sorties multiples de la trans-
mission de données basée sur la synchronisation de systeme chaotique a été
proposée, celle-ci nous a permis d’augmenter I’amplitude des messages confi-
dentiels par rapport au signal transmis.

Il est a noter que les formes normales d’observabilité, ’analyse d’observa-
bilité, le probleme d’inversion a gauche et la synthese d’observateur qui sont
traités dans ce mémoire s’appliquent aussi dans bien d’autres domaines que
la cryptographie. Nous faisons référence dans ce mémoire a la cryptographie,
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car c¢’est ce qui nous a motivé durant ces deux années et demie de these, mais
il faut avoir conscience de la généralité des méthodes proposées.
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Perspectives

Parmi les perspectives immédiates de ce travail, nous pouvons citer :

— Pour la forme normale d’OLDS, I’étude de forme plus générale avec
des sorties non linéaires. Ces formes ressembleront a la forme traitée
en [90], mais ici avec une matrice qui est en fonction de la sortie.

— La résolution du probleme ouvert présenté dans le Chapitre 4. C’est a
dire : trouver les conditions nécessaires et suffisantes qui garantissent
la transformation de (4.1) en (4.2). De méme la généralisation de la
forme normale d’OQDS aux systemes possédant des sorties multiples.

— Pour la forme normale d’OLDSM, il est nécessaire d’étudier s’il existe
une forme plus générale dont les élements dans la matrice linéaire ne
sont plus de la forme triangulaire, mais en fonction de toutes les sorties.

— Il est aussi tres intéressant d’étudier les formes normales présentées
dans ce mémoire pour les systeme en temps discret et sous échantillion-
nage.

— Dans le domaine de la transmission sécurisée de données, il est tres im-
portant de considérer les bruits et les distorsions du canal, et d’étudier
leurs effets sur la synchronisation

— Ensuite, I'étude et la gestion de l'influence des utilisateurs multiples
et des chemins multiples d'un systeme de cryptage doivent étre faites.
Nous pensons faire cette extension grace a des résultats récents en com-
munication.

— L’analyse des effets de ’échantillonnage des formes normales doit aussi
étre faite, ceci pour développer des observateurs échantillonné pour des
systemes en temps continue, mais aussi pour synthetiser des observa-
teurs pour des classes de systeme hybride.
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