
AIL’12 Aide mémoire : Logique propositionnelle

Formules

Les formules de la logique propositionnelle sont définies par la grammaire suivante :

ϕ ::” A | true | false |  ϕ | ϕ_ ϕ | ϕ^ ϕ | ϕÑ ϕ | ϕØ ϕ,

où A est un symbole d’un proposition , true et false sont deux formules constantes et  , _, ^,Ñ etØ sont
les opérateurs logiques de la négation, de la disjonction, de la conjonction, de l’implication et de l’équivalence
respectivement.

Tables de vérité

La sémantique des formules est définie par l’extension de la table de vérité suivante.

A B true false  A A_B A^B AÑ B AØ B

0 0 1 0 1 0 0 1 1
0 1 1 0 1 1 0 1 0
1 1 1 0 0 1 0 1 1
1 0 1 0 0 1 1 0 0

La formule ϕ est :
– satisfaisable si ϕ est vraie dans une des lignes de sa table de vérité.
– valide, ou une tautologie, si ϕ est vraie dans toutes les lignes.
– invalide, ou une contradiction, si ϕ est fausse dans toutes les lignes.

Une formule ϕ est une conséquence logique ou une implication logique d’un ensemble de formules U , écrit
U |ù ϕ, si ϕ est vraie dans toutes les lignes où toutes les formules de U sont vraies.

Calcul propositionnel

Quelques équivalences utiles :

A^ A ” false, (1)
A_ true ” true, (2)
A^ true ” A, (3)
A_ false ” A, (4)
A^ false ” false, (5)
A^A ” A, (6)
A_A ” A, (7)
A^B ” B ^A, (8)
A_B ” B _A, (9)
pA_Bq _ C ” A_ pB _ Cq, (10)
pA^Bq ^ C ” A^ pB ^ Cq, (11)
pA^Bq _ C ” pA_ Cq ^ pB _ Cq (12)
pA_Bq ^ C ” pA^ Cq _ pB ^ Cq (13)
 pA_Bq ”  A^ B, (14)
 pA^Bq ”  A_ B, (15)
  A ” A (16)
AØ B ” pAÑ Bq ^ pB Ñ Aq (17)
AÑ B ”  A_B (18)



Systèmes de preuve

Les règles du système de la déduction naturelle :

U $ A_ A
pTiers Excluq

U Y tAu $ A
pAxiom + Affaiblisementq

U $ AÑ B U $  B

U $  A
pReduction ad absurdumq

U $ A U $ AÑ B

U $ B
pModus Ponensq

U Y tAu $ B

U $ AÑ B
pDéductionq

U $ A_B U $ AÑ C U $ B Ñ C

U $ C
p_-Elimq

U $ A

U $ A_B
p_-Introq

U $ A U $ B

U $ A^B
p^-Introq

U $ A^B

U $ A
p^-Elimq

U $   A

U $ A

U $ A

U $   A
pDouble négationq

U $  pA_Bq

U $  A^ B

U $  A^ B

U $  pA_Bq
p_-De Morganq

U $  pA^Bq

U $  A_ B

U $  A_ B

U $  pA^Bq
p^-De Morganq

U $  A_B

U $ AÑ B

U $ AÑ B

U $  A_B
pÑ-Définitionq
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